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S U M Á R I O

PREFÁCIO

Nas últimas décadas do século XX pudemos observar um 
crescimento nas pesquisas em Educação Matemática e consequen-
temente um aumento nas propostas de reformas do ensino de mate-
mática, no Brasil e no mundo, que impactam o século XXI. Dentre elas, 
algumas se referem ao ensino dos números racionais e em particular 
ao ensino das frações. Tais reformas se instalam no âmbito da sala 
de aula e têm como agente inovador o professor, figura fundamental 
que, no entanto, é por vezes esquecida por aqueles que propõem 
as reformas. Em geral, tanto na formação inicial quanto em cursos 
de extensão, é difícil encontrar material que pense a sala de aula de 
matemática a partir da matemática a ser ensinada e aprendida. Ora 
encontramos uma preocupação excessiva com a sintaxe matemá-
tica, que nem sempre tem a ver com o rigor matemático nem com 
a prática do professor, ora a ênfase recai sobre métodos de ensino, 
e a matemática passa ao longe como se um determinado método 
funcionasse para qualquer conteúdo por si só.

Este livro se destaca no cenário de seus congêneres por 
apresentar alternativas de atividades e jogos para o trabalho com 
as frações no Ensino Fundamental. Não é mais um livro com ativi-
dades interessantes, é, sobretudo, uma leitura agradável e com um 
rigor desejado que muitas vezes não é encontrado em livros para o 
magistério ou licenciatura.

Os programas de cursos de magistério – Curso Normal – e de 
pedagogia oferecem pouco espaço para uma discussão mais apro-
fundada sobre os fundamentos matemáticos e/ou sobre a aprendi-
zagem de frações. Nos cursos de licenciatura, ele acontece, mas o 
estudo dos números racionais tão pouco ganha a ênfase necessária 
para instrumentar o professor para e na sala de aula. Aqui, entretanto, 
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em cada capítulo o leitor descobre que o livro vai além dos jogos 
e atividades, ele nos coloca perante a desafios e reflexões sobre o 
ensino e a aprendizagem de frações.

Giménez e Bairral são educadores matemáticos comprome-
tidos com a sala de aula. Portanto, o foco e resultados de suas pes-
quisas evidenciam tal envolvimento, e este livro não poderia deixar 
de nos deliciar com fundamentações e aplicações para o trabalho 
com frações nos diferentes níveis de ensino. Pesquisadores e agen-
tes de políticas educacionais também encontram aqui material rico 
para embasar novas pesquisas e propostas.

É com muita satisfação que prefacio este livro, pois conheci 
Joaquin Giménez em 1996 quando ministrou um curso sobre núme-
ros racionais no Rio de Janeiro, no qual apresentou e discutiu várias 
destas atividades. Este livro é aguardado desde então. A parceria 
com Marcelo Bairral acrescenta o olhar para a sala de aula bra-
sileira. Enfim, temos o prazer de ler e trabalhar com um livro que 
valoriza a Educação Matemática por seu rigor, maturidade, técnica 
e fundamentação, mantendo a seriedade, o encanto e o prazer de 
fazer matemática escolar.

Janete Bolite Frant
UFRJ
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APRESENTAÇÃO

Neste livro, disponibilizamos aos professores e futuros 
educadores um conjunto de materiais de apoio fundamentalmente 
gráfico – ainda que de natureza manipulativa – para o ensino sis-
temático das frações.

Até o momento, divulgamos o material através de cursos, 
publicações e encontros diversos, e muitos professores interessados 
em renovar e inovar o ensino da matemática já têm aplicado este 
material em diversas situações escolares. As ideias principais dos 
jogos e das atividades aqui apresentadas foram iniciadas em 1978 
pelo grupo “Periódica Pura”, em Barcelona. No Brasil, em 1994 foi 
desenvolvida uma primeira edição deste material e que foi posterior-
mente traduzida por Paulo Henrique Colonese.

A presente edição sofreu algumas modificações em função 
das experiências que continuamos desenvolvendo em diferentes 
espaços de formação profissional docente. A pesquisa foi desenvol-
vida em turmas de 3a a 8a série do Ensino Fundamental (atualmente 
do 4º ao 9º ano) e resultou na tese de doutorado em Educação 
Matemática (Giménez, 1991) apresentada na Universidade Autônoma 
de Barcelona (Espanha). Apesar de estudos posteriores terem enfa-
tizado que as frações estabelecem relações conceituais importantes 
na construção numérica, no currículo atual, o seu ensino pouco tem 
se associado à introdução das ideias algébricas e funcionais.

Sabemos que a introdução do conceito e o primeiro contato 
dos estudantes com as frações devem partir de material de uso 
comum, não estruturado (água, balanças, dobraduras etc.). Assim, 
os materiais, suas consequentes propostas de utilização e desdo-
bramentos foram elaborados em função de uma linha didática que 
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procura enriquecer a atividade – vivência – matemática dos alunos 
com diversos tipos de experiências, objetivando que relacioná-los 
com as vivências dos estudantes e com outros campos de conhe-
cimento. Com esse espírito, o leitor encontrará subsídios teóricos 
nos dois primeiros capítulos da obra; e no terceiro, sugestões de 
caráter mais prático.

Nas tarefas propostas, estabelecem-se situações de cálculo 
que partem da intuição sensorial para possibilitar aos alunos racio-
cinarem por si mesmos, experimentarem, investigarem, criarem e 
se divertirem com os instrumentos cognitivos que vão adquirindo. 
Antes de tudo é preciso assinalar que o material gráfico e visual apre-
sentado no capítulo 3 é de aplicação em determinados aspectos e 
momentos da aprendizagem das frações e não cobre todo o desen-
volvimento desse conteúdo. Outros estudos correlatos enriquecem 
a nossa obra, como Souza (2021), Souza e Powell (2025), Powell e 
Souza (2024), e Santos e Rezende (1996).

Finalizando, agradecemos ao Paulo H. Colonese pela tradu-
ção de parte do material, à Rosana de Oliveira e Lúcia Villela por 
algumas aplicações do material, e a Roberto R. Baldino, Antonio José 
Lopes (Bigode), Vânia Santos-Wagner, Dora Soraia Kindel, Isabel 
Batile, Carme Burgués e Josep Partegás pelos valiosos comentários 
sobre a temática. Da mesma forma, agradecemos à Secretaria de 
Educação Superior (MEC/Brasil) por subsidiar, através do PROEXT 
2004, a primeira edição desta publicação. Para a presente edição 
agradecemos ao Gepem e à UFRRJ pela parceria. 

Joaquin Giménez, Barcelona

Marcelo Bairral, Rio de Janeiro



1
A FRAÇÃO:

CONCEITUAÇÃO, SIGNIFICADOS 
E IMPLICAÇÕES CURRICULARES
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“Ao ler os PCN pude perceber que 
existe uma interpretação que atribui à 
fração um significado de operador, ou 
seja, quando desempenha um papel 
de transformação, algo que atua sobre 
uma situação e modifica” Aline

Há um certo tempo, era comum os professores classificarem 
os conceitos matemáticos em dois grupos: fáceis e difíceis. Dentre 
os fáceis, ou melhor, mais frequentes, em nosso cotidiano, temos as 
frações. Associada a essa “ideia de funcionalidade”, que perdurou 
longos anos, havia aquela de que fração era um conteúdo curricular 
de simples compreensão e, por isso, deveria ser trabalhado, priorita-
riamente, no Ensino Fundamental.

Não compactuamos com a ideia anterior, e, a título de exem-
plo, o leitor poderá ver o mapa seguinte e identificar concepções 
“iniciais” sobre o que representam as frações para uma estudante de 
licenciatura em matemática (20 anos de idade).

Figura 1

Observando o esquema (Figura 1), percebemos um conhe-
cimento bem restrito e com conexões aparentemente pouco claras 
sobre as frações. E, perguntando a outros estudantes da turma, as 
respostas não diferem muito:

“um número que indica que temos de dividir uma unidade 
em um certo número de partes (denominador), das quais 
consideramos algumas (numerador).”
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Continuando com a conversa e provocando outra resposta, 
um licenciando complementa:

“a fração também é o resultado de uma divisão, é um deci-
mal... ou... não sei... todos os decimais...”

No entanto, após um trabalho construtivo sobre as frações 
no currículo escolar, a licencianda do esquema anterior apresenta 
elementos de seu conhecimento profissional que foram reconstruí-
dos a partir da dinâmica. Ficou evidente, considerando o seu próprio 
processo de aprendizagem, que a ideia da facilidade das frações foi 
abandonada pela futura professora.

“Quando começaram essas aulas de frações, eu particu-
larmente pensei que não fossem me acrescentar muito, 
pois achava esse conteúdo banal e pensei que o dominava 
totalmente. No decorrer das aulas, vi que estava redon-
damente enganada, e mais, vi que não é tão fácil assim 
lecionar este conteúdo. Acho que essa foi minha grande 
descoberta. [...] Com relação às descobertas, uma delas 
foi o fato de que não precisamos ‘forçar’ nossos alunos a 
aprender o MMC, como se fosse o único meio para resol-
ver a soma e a subtração de frações [...].” 

No ensino-aprendizagem dos números fracionários, nossos 
alunos dizem tranquilamente que 7/5 é uma fração. No entanto, eles 
realmente aceitam que a fração é um número? A seguir, descrevere-
mos com mais detalhes esse processo.

A FRAÇÃO-NÚMERO E A UNIDADE

Existem três concepções errôneas comumente apresentadas 
pelos estudantes sobre as frações, a saber: (a) a fração é uma parte 
menor da unidade; (b) são dois números separados por um traço; 
e (c) a fração é um operador que sempre indica uma subdivisão e, 
portanto, um resultado menor.
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Comecemos com a primeira concepção. Quando se associa 
a fração a uma parte de uma figura, ficamos induzidos a “pensar” que 
as frações são partes, pois sabemos que a parte é menor que o todo. 
Se dissermos que 7/5 é uma fração, parece que estamos em uma 
contradição, pois, se “as frações servem para indicar coisas menores 
que a unidade”, torna-se difícil aceitar que essa fração é um número, 
ficando mais fácil admitir que são dois (Kerslake, 1986).

	– Ao interpretarmos os dois termos (numerador e denomina-
dor) com a típica ideia “partes que consideramos / partes 
em que subdividimos a unidade”, estamos nos reportando à 
história. Por exemplo, quando três pessoas têm que repartir 
duas pizzas entre elas, é comum que façam: cada uma fica 
com a metade e repartem o restante entre as três. Assim, 
cada uma fica com 1/2 + 1/6, não percebendo que essa 
quantidade total foi 2/3. Esse procedimento natural de resul-
tar uma subdivisão era comumente feito pelos egípcios.

	– A insistência na subdivisão faz com que o sujeito não reco-
nheça que a referência fracionária depende fundamental-
mente do valor unitário. Por isso, é importante falar de situa-
ção inicial, operador fracionário e situação final – sendo essa 
relação reversível através de frações inversas. Ou seja, A é 
3/5 de B, e B é 5/3 de A. Por exemplo, quando sabemos 
que 3/4 de determinada quantidade são 12, para encontrar a 
quantidade inicial, muitos alunos calculam 3/4 de 12. A uni-
dade pode ser elemento de chegada e não apenas de partida. 
E, juntamente a essa dificuldade, muitos estudantes mantém 
a ideia de que a fração é sempre menor que a unidade.



20

S U M Á R I O

Figura 2

Observem a Figura 2. A pergunta feita aos alunos do 9º ano 
(13-14 anos) foi: “quem comeu a maior parte do bolo, João ou Maria?”. 
Baseando-se visualmente apenas no pedaço correspondente, uns 
25% dos alunos responderam que João comeu mais porque o pedaço 
era maior. Como se vê, nesse tipo de raciocínio, os alunos despre-
zaram a diferença de unidade, não a considerando como ponto de 
referência para resolver a situação proposta.

UMA ESTRATÉGIA DIDÁTICA 
IMPRESCINDÍVEL:
VALORIZAR A UNIDADE

A unidade é algo que não fica explicitado. O denominador, ou 
seja, o termo que denomina (o que dá o nome), se refere à unidade 
porque a constrói, a recupera. Por exemplo, um quarto é algo que se 
repete quatro vezes para reconstruir a unidade. Por isso, é impor-
tante apresentar situações nas quais devemos construir e reconstruir 
a unidade. Veja alguns exemplos.

Figura 3

é  de quanto?
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Com a Figura 3, podemos exemplificar uma situação: “des-
cobrir a quantidade de doce que havia”. Se dissermos que sobrou a 
metade do que havia as pessoas não terão dificuldade em respon-
der. No entanto, se resta uma terça parte, quantos foram comidos? 
Isso equivale dizer que foram comidas duas terças partes. Quanto 
havia? Com base nesse tipo de situação podemos pensar: por que 
só trabalhamos frações de figuras regulares (“certinhas”)? Qual seria 
a metade da forma da Figura 4a (à esquerda)? Ou, na Figura 4b (à 
direita), utilizar figuras regulares como partes: se a peça hexagonal é 
2/3, quanto é a unidade?

Figura 4a Figura 4b

A unidade deve ser mudada para evidenciarmos a variação 
da fração e, assim, analisarmos com mais cautela o que se pergunta. 
Outras situações de equivalência com uma simples “mudança de 
unidade”: se três bolas forem a unidade, oito peças quantas serão 
(Figura 5a)? Ou, uma situação equivalente de comparação de peças 
de um Tangram (Figura 5b).

Quantos grupos de três? Quantas peças A cabem na B?

Figura 5a Figura 5b
Quantos grupos de três? Quantas peças A cabem na B?
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Observem que esse tipo de planejamento não tem sentido 
isoladamente, uma vez que perguntas como essas devem surgir de 
um trabalho contextualizado e ampliado a outras situações, isto é, a 
ideia/periodicidade das estações do ano, as relações espaço-tempo 
etc. Integrar a reflexão proporcional ao conhecimento do mundo 
que nos envolve, também é importante. Por exemplo, é possível que 
a sombra de um objeto seja maior que o mesmo? Em que situação 
poderia acontecer? Por quê?

AS PARTES IGUAIS

“Temos duas pizzas para repartir igualmente entre três pes-
soas. Desenhe a situação e pinte a quantidade que cada um deve 
comer”. Veja alguns procedimentos adotados por um grupo de alu-
nos de 13-14 anos (Giménez, 1989).

a.	 Identificação direta e correta da situação através do hachu-
rado, ou com símbolos, ou através da subdivisão em terços.

b.	 Identificação correta das partes, imaginando a realidade 
e deixando todo o rastro da repartição de cada unidade. 
Reparte pedaços como se fossem seis ao todo e cada um 
fica com dois.

c.	 Identificação correta da parte através de repartição aditiva 
(realista).

d.	 Deixa rastro de toda a repartição, porém não identifica a parte 
que corresponde a cada um. Em alguns casos, descreve-se 
de forma aditiva, e em outros, a repartição está incorreta.

e.	 Busca associação direta ao resultado, porém apresenta uma 
partição insegura.
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f.	 Prescinde do que se reparte.

g.	 Não identifica corretamente as partes, buscando fazer uma 
repartição aditiva.

h.	 Faz uma contagem incorreta.

Com essas estratégias, podemos perceber uma diversidade 
de concepções, algumas evidenciando a dificuldade em aceitar e 
integrar que, matematicamente, a fração expressa partes iguais. Um 
outro exemplo pode ser o problema das moedas (Alsina et al., 1992): 
“um rei chamou dois de seus súbitos e perguntou-lhes o que tinham 
para comer. Um lhe respondeu: eu tenho três pães; e o segundo, 
eu tenho cinco. O rei lhes sugeriu que repartissem, deixoulhes 8 
moedas de recompensa e se foi. O súbito que tinha 3 pães disse: 
poderíamos repartir em partes iguais. O outro não concordou, pois 
não considerava justo, uma vez que havia colocado 5 pães, portanto, 
deveria ser 5 para ele e 3 para o primeiro. Como resolver a situação 
da forma mais justa?

Figura 8

Como mostra a Figura 8, há várias maneiras de repartir oito 
em duas quantidades, de modo que cada repartição corresponde 
a uma nova unidade de referência: partes iguais, um terço e dois 
terços etc. É importante notar que a “repartição em partes desiguais” 
está associada a uma distribuição em partes iguais onde as frações 
não são as mesmas, ou seja, não são unitárias. 
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ANÁLISE DIDÁTICA:
COTIDIANO, REPRESENTAÇÕES E ASPECTOS

Em nosso cotidiano, a linguagem nos oferece uma primeira 
ideia das dificuldades sobre o tema, uma vez que há uma variedade 
de situações que, frequente e diferentemente, falam das frações. Há 
anúncios publicitários que não são interpretados pelos alunos como 
fração. Por exemplo, as liquidações cujo desconto não é indicado 
como porcentagem, mas como relação, ou seja, “pagar dois e levar 
três”, o que significa um desconto aproximado de 33%. Assim, são 
diferentes os aspectos da fração, que não estão associados apenas 
à ideia de parte-todo e que devem ser objeto de exploração e desen-
volvimento pela prática docente (Giménez, 1991): fração como quan-
tidade, como expressão de um escalar ou medida, função, símbolo 
ou como probabilidade.

1. FRAÇÃO COMO QUANTIDADE

A primeira ideia de fração é a distribuição de uma quan-
tidade que se poderia também chamar “fração como expressão de 
uma partição no sentido geral”. Caracteriza qualquer tipo de situação 
de repartição de uma coleção de objetos em um certo número de par-
tes, com a conseguinte designação do que corresponde a cada uma. 
Traz consigo a identificação do resto da divisão como parte do divisor.

1.1. Que se considera parte de uma unidade

	■ Cada uma das partes iguais em que consideramos par-
tida a unidade (ideia de denominador e fração unitária).  
Por exemplo: 1/3.

Adotamos o uso da barra 
inclinada na escrita das frações 
por comodidade tipográfica. 
É aconselhável a escrita usual 
da fração com a linha horizontal.
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	■ Parte de uma unidade que consiste em um agrupamento de 
partes iguais do tipo anterior (ideia de numerador e a cha-
mada “fração ordinária”). Por exemplo, 2/3.

	■ Forma de representação de uma situação, quando, em lugar 
de usar a unidade, tomamos uma de suas subdivisões (ideia 
de fração imprópria e fração em geral). Possui, em geral, duas 
formas de expressão:

Integral com o denominador escolhido. Exemplo: 8/3. Forma 
mista. Exemplo: 2 e 2/3.

1.2. Fração de uma coleção de elementos considerada 
em conjunto como unidade ou totalidade

Apenas são possíveis os denominadores que sejam divisores 
exatos do número da coleção.

	■ Forma de representar, como parte do total, o resultado de 
dividir uma coleção de objetos em um número de partes 
iguais. Por exemplo: 72 caramelos repartidos em 4 saqui-
nhos de 18 caramelos cada dão 1/4 dos caramelos para cada 
saquinho.

	■ Parte formada pela reunião de uma ou mais das partes iguais 
em que tenhamos dividido a coleção. Por exemplo: 54 cara-
melos dos anteriores, ou seja, 3 saquinhos, são 3/4 do total.

2. FRAÇÃO COMO EXPRESSÃO DE UM ESCALAR OU MEDIDA

Atribui-se às situações em que a fração é utilizada explicita-
mente para designar medidas ou processos de medição. Por exem-
plo: o corredor conseguiu fazer o percurso em 9/10 s.
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Corresponde também às situações de comensurabilidade 
mediante estratégias de agrupamento, e parece implicar a aquisi-
ção de um raciocínio proporcional. Sugere a obtenção de um par 
ordenado como modo de representação. Nem sempre a ordem do 
par coincide com a expressão usual. Por exemplo: 3 barras ver-
des correspondem a 2 barras vermelhas. Ou seja, a barra verde é 
2/3 da barra vermelha.

A visão escalar está associada a grandezas de todo o tipo, não 
apenas com a expressão da quantidade em si, mas com a expressão 
da relação com uma unidade de medida, seja essa convencional ou 
não. Assim, repartir 1 m de fita em tiras de 5 cm, leva-nos a pensar 
sobre o que representa cada pedaço com relação ao total (1/20), isso 
indicaria uma quantidade. No entanto, falar de 1/20 m, significa pen-
sar na expressão de uma medida, ou seja, de cada pedaço.

A fração relacional se associa a dois tipos de situações que 
podem envolver duas situações similares ou não. No primeiro caso, 
podemos falar de fração-escala 1:30000 (que expressa a relação 
desenho-realidade), na qual se comparam comprimentos, ou no 
caso da inclinação de 15% de uma rampa (em que se diz que, para 
cada 100 m na horizontal, sobe-se 15 m na vertical), ou ainda, no 
caso das liquidações, em situações do tipo “pague 3 e leve 4”. Nesse 
último caso, está evidente que nem sempre a fração é expressa com 
dois números separados por um traço. Por outro lado, uma fração 
pode não relacionar as mesmas grandezas. É o caso, por exemplo, 
dos fatores de conversão, os índices ou taxas de variação (como a 
velocidade, a pressão etc.). Em outro tipo de situações, na constru-
ção de colares, por exemplo, “para cada 4 contas amarelas coloco 7 
azuis”, as frações expressam relação de proporcionalidade.
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3. FRAÇÃO COMO FUNÇÃO

Este aspecto indica a fração como relação entre duas cole-
ções de objetos ou realidades.

Podemos identificar usualmente dois tipos de situações:

	■ Como expressão de uma comparação simples

Forma de expressar a relação entre duas partes distintas 
de um todo, ou coleções claramente definidas. O caso mais 
frequente é o das misturas. Por exemplo: Na mesa, as fichas 
brancas representam o dobro das pretas. Ou seja, supondo 
que só houvesse fichas brancas e pretas, 1/3 são pretas e 2/3 
são brancas.

	■ Como operador que “transforma” uma quantidade em outra

Surgem da matematização de situações de intercâmbio, redu-
ções, ampliações etc. Por exemplo: 3 de cada 10, 5 para cada 4. 
Obtive 25% de desconto, ou seja, a cada 100, paguei 75.

As quantidades podem ser do mesmo tipo ou de tipos 
diferentes. Um exemplo desses últimos são os chamados “fato-
res de proporção” ou constante de proporcionalidade: 25 reais 
por cada quilograma.

4. FRAÇÃO COMO SÍMBOLO

	■ Frações como par ordenado

Podem surgir de situações de qualquer tipo citado ante-
riormente, estabelecendo-se um significado distinto aos 
dois elementos do par. Corresponde a uma explicitação ou 
supressão das medidas que são descritas. Por exemplo: (3, 5) 
indicando que se 3 barras medem sequencialmente 5 mm de 
largura, cada barra mede 3/5 mm na formulação usual.
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	■ Equivalência como diversidade de representações de 
uma mesma realidade Por exemplo: 3/5 ~ 6/10

Ela permite descrever a situação mediante a fração equivalente 
que seja mais cômoda. Caso particular, a porcentagem (%). 
Outra consequência é o conhecimento da não equivalência, 
a qual indica que uma fração expressa algo maior ou menor 
do que outra (ordenação).

	■ Inverso ou inversão de uma fração

Observação do fato de que um par de números possui sig-
nificação diferente segundo a sua ordem. Descoberta pos-
terior da reversibilidade do processo na relação segundo 
a interpretação. Ou seja, parte ----> todo; todo ----> parte. 
Por exemplo, se 5 é a metade, o total é o dobro de 5.

Medida de A em relação a B, de B em relação a A. Comparação 
de A com B, comparação de B com A. Operador; operador 
inverso: vezes 3/4; vezes 4/3.

	■ Fração como quociente de dois números naturais

As situações de repartição, geralmente representadas usu-
almente pela divisão e também por fração, passam por um 
processo de abstração que permite a sua aplicação a outras 
situações. Então, surgem a utilização de decimais como 
forma de representação equivalente às frações, o que pos-
sibilita a mudança de representações que leva a falarmos 
em frações decimais e periódicas. Também se destaca o 
problema da utilização da fração como aproximação. Por 
exemplo: ter um desconto de 33% é como pagar aproxima-
damente 2/3 do valor.
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	■ Fração como operador numérico

A expressão de uma proporcionalidade direta ou função linear 
envolve o uso indiscriminado das representações funcionais 
usuais (tabela de valores, representações em coordenadas 
etc.), assim como da multiplicação de frações. Esse processo 
implica na utilização (consciente ou não) de um raciocínio 
multiplicativo.

	■ Fração como expressão de uma medida

Consiste no reconhecimento do uso indiscriminado de qual-
quer representação fracionária para medidas. Nesse aspecto, 
a compreensão da ideia de produto como superfície nos 
números naturais é “associada” ao produto de frações.

	■ Fração como resultado de uma equação linear do tipo:  
ax = b (a≠0)

Por exemplo: a solução de 4x = 3 é x = 3/4.

5. FRAÇÃO COMO PROBABILIDADE

A fração probabilidade é um caso misto em que se expressa 
uma relação ou uma determinada quantidade. Por exemplo, num 
jogo de roleta com dois jogadores, cada um tem a metade das pos-
sibilidades de ganhar.

IMPLICAÇÕES CURRICULARES

A construção do conceito irá acontecendo à medida que o 
professor desenvolva uma variedade de situações: com decimais, 
proporções, porcentagens, ampliação do sistema de numeração etc. 
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Assim, um trabalho contínuo e progressivo (Figura 9), ao longo do 
Ensino Fundamental, possibilitará ampliar os significados das fra-
ções. Nem todas as frações são iguais.

Figura 9

A ampliação sucessiva do uso das frações no currículo não 
pode ser contemplada apenas com a inclusão abstrata desse con-
junto em outros. É imprescindível uma abordagem que parta das 
noções mais simples às mais complexas. Dessa forma, os diversos 
aspectos das frações podem ser explorados ciclicamente: com 
resultados de partições variadas, repetição de processos de medida, 
comparações, ampliações ou reduções etc. O professor poderá utili-
zar também instrumentos novos e ferramentas didáticas apropriadas 
ao grupo de frações que se está trabalhando, do mesmo modo que 
fazia com os naturais. Com esse espírito, ressaltamos uma sequên-
cia de conteúdos conceituais, que contemplam as diversas ideias 
das frações e que preconizam um processo contínuo de ampliação 
do conjunto, a saber:

	■ Metades, dobros, utilização de unidades de medida diversas 
e uso da representação linear.
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	■ Contar metades, terços, quartos etc. em situações varia-
das de medida. Mudança de unidades. Representações 
equivalentes.

	■ As partes iguais. Subdivisões. Equivalências gráficas.

	■ Relações de proximidade e localização onde aparecem meios, 
quartos, oitavos etc. Outras manipulações proporcionais.

	■ Estudo de situações de aplicação de frações em quantidades 
discretas. Busca pela unidade, a fração ou “a parte”.

	■ Situações de mistura: colares coloridos, café com leite, e 
outros casos de receitas culinárias.

	■ Partições simples da unidade. Subdivisão progressiva em 3, 
5 e 9 partes, em parte de partes etc.

	■ Operadores não exatos. Significação do resto da divisão.

	■ Relações fracionárias simples, no caso de superfícies. Fração 
como medida.

	■ Experiências fracionárias com a medida. Aproximações deci-
mais. Fração e decimal.

	■ Reflexão sobre relações equivalência-proporção.

	■ Significado globalizador. Percentagens. Gráficos.

Finalizando, com o esquema da Figura 10, sintetizamos o que 
apresentamos nesse capítulo sobre o que deve ser objeto de aten-
ção curricular pelos professores.
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Figura 10



2
EQUIVALÊNCIA, 
RETA NUMÉRICA, 
COMPARAÇÕES 
E ESTIMATIVAS
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“Seria importante que o aluno aprendesse a diferenciar 
números naturais e racionais desde cedo, uma vez que 
as escolas distanciam bastante esses conceitos, e o aluno 
acaba levando um choque, principalmente quando precisa 
ter uma percepção sobre infinidade”. Jéssica

A equivalência, como um dos aspectos que constrói a noção 
de fração e número racional, deve ser explorada em situações varia-
das. Quando a equivalência é considerada como pura definição, des-
provida de significado, não proporciona avanço conceitual e, inclu-
sive, não é reconhecida pelo aluno (Giménez, 1989). A ordenação 
e a equivalência são elementos conceituais importantes que, junta-
mente com o auxílio do material manipulativo e do resgaste histórico, 
constituem elementos curriculares favoráveis à aprendizagem.

A EQUIVALÊNCIA

A primeira ideia para trabalhar a equivalência são as dis-
tribuições. Uma vez descoberto que as partes em que se divide o 
todo devem ser iguais, o processo de partição leva à elaboração de 
respostas distintas.

Os alunos podem dar significado às partições em termos de 
equivalência. Por exemplo, é imediato perceber que repartir 6 entre 
8 é a mesma coisa que repartir 3 entre 4. Fazendo metades dá 1/2 
e 1/4 (sobre 8). Formando grupos de 2 dá 3 (sobre 4), e formando 
outros grupos de 2, daria um e meio (sobre 2). Fazendo 4 partes de 
cada um dos três, temos doze pedaços e, então, 4 para cada um. E, 
se fizéssemos 8 partes de cada unidade, são um total de 24, então, 
entre 4, seriam 6. Veja a ilustração.
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Este tipo de pensamento possibilita interpretar o processo 
natural que irá permitir resolver situações mais complexas. Portanto, 
identificar quanto é 18 sobre 24, permite indicar que as metades são 
9 (sobre 12), um terço é 3 (sobre 4) e as novas metades são, sucessi-
vamente, 1 ½ (sobre 2), ½ e ¼ (sobre 1). Daí, o resultado é o que cor-
respondia à unidade, e os passos intermediários fornecem situações 
equivalentes em termos de uma “mudança de denominação”.

Por outra parte, a forma das partes correspondentes a uma 
partição pode ter ou possuir várias representações. Daí a necessi-
dade de oferecer um esquema unificador, pois, em situações do tipo 
repartir 5 pizzas entre 8 pessoas, é comum os estudantes darem a 
resposta 1/4 + 1/4 + 1/8. Desse modo, é bom lembrar que esses 
quartos e oitavos podem ocupar diversas posições, o que muitas 
vezes é pouco explorado pelos professores.

Em cada uma das situações anteriores, não se deve esquecer 
da análise crítica sobre o “mais justo” na repartição obtida em cada 
caso. A mudança de denominação é uma alteração que chama-
mos denominador. Porém, dependendo da série (ano), convém não 
comentarmos isso com os alunos.
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A RETA NUMÉRICA E A EQUIVALÊNCIA

O uso da representação na reta numérica é muito poderoso 
para o reconhecimento da equivalência e contribui para melhorar o 
conhecimento formal de fração. Se os alunos costumam representar 
a situação 1/2 como a colocação de um “ponto médio” entre 1 e 2 e 
não só uma posição intermediária qualquer, eles percebem imedia-
tamente que podem contar tantos meios quanto quiserem, 1/2, 2/2, 
3/2, 4/2. As observações de recontagem com objetos reais (frutas 
etc.) permitem reconhecer que duas metades de maçãs equivalem 
a uma maçã inteira, que quatro metades são como duas etc. Assim, 
representa-se, na reta das unidades, uma nova linha com as metades:

Para novas experiências, os alunos reconhecem quartos 
e estabelecem relações: 1/4 +1/4 = 2/4 = 1/2. Dessas relações se 
deduzem novas representações na reta:

Mais tarde se estabelecerá uma relação com terços. A par-
tir dessa se reconhecerá que 1/2 > 1/3 e que 6/3 = 4/2 = 8/4 etc. 
Posteriormente com sextos, e estabeleceremos que 2/6 = 1/3 e 3/6 
= 1/2 = 4/8 etc. Essas representações se situarão em pontos corres-
pondentes, notando agora que representações equivalentes estão 
situadas no mesmo ponto.
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A EQUIVALÊNCIA EM OUTRAS SITUAÇÕES

Nos casos de usar situações do “tipo razão ou proporção”, 
como na elaboração de colares de duas cores diferentes (3 amarelas 
e 4 verdes), a expressão da relação em forma de tabela nos dá uma 
referência explícita da equivalência.

Amarelo 3 6 9 12

Verde 4 8 12 16

Em situações de ampliação e redução, usa-se papel quadri-
culado, fotocópias etc. e mostramse relações que podem ser compa-
radas mediante a situação final com a situação inicial. Este tipo de 
comparação, apesar de extremamente significativa, pode perder o 
sentido caso o significado da razão não seja ressaltado.

No caso do suco concentrado de laranja com água, (4, 5) é 
equivalente a (8, 10), pois possui o mesmo sabor. No caso do inter-
câmbio de 2 figurinhas por 3 balas (2, 3), existem alunos que não 
percebem que essa situação é equivalente a (4, 6), pois acham que 
precisam apenas de mais figurinhas para o intercâmbio. Nessa situ-
ação, continuam válidas as comparações com um ponto coincidente. 
Tal como o caso de (2, 5) e (2, 7). Cada situação deve ser reforçada 
para ter um significado.

Com isso, queremos dizer que nem sempre é possível reali-
zar transferências entre situações. Dependendo de cada uma, vamos 
reconhecer propriedades ou construtos diferentes. A equivalência 
também apresenta aspectos conceituais diferentes, por exemplo.

1.	 Equivalência como pseudônimos. Quando propomos a um 
estudante de 8-9 anos a elaboração de um trabalho sobre 
a fração 3/4 (Streefland, 1992), ele procura representações 
múltiplas em forma de adição (1/2 + 1/4), em forma de subtra-
ção (1 - 1/4), e em situações como (2/8 + 2/4), (2/2 x 2/8) etc. 
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Todas essas situações são “nomes” diferentes para a mesma 
fração. Nós as chamamos de pseudônimos, e essa variedade 
de respostas mostra o desenvolvimento do conhecimento 
dos alunos, adquirido quando desenvolvem diversas situa-
ções de partições, observações na reta numérica, somas etc.

2.	 Equivalência como mudança de representação. A equiva-
lência é reforçada em situações de jogos como bingos em 
superfícies contínuas e dominós de identificação simbólica. 
As frações egípcias significam também outra representação 
alternativa que pode vir a ser usada.

OBSERVANDO A CONSTRUÇÃO:
ESTRUTURA COMPARATIVA E ADITIVA

A comparação de frações, ao destacar princípios simbólicos, 
põe de manifesto a ausência da construção da ideia matemática. De 
fato, dizer que 3/5 > 1/2, pois o primeiro é 0,6; e o segundo, 0,5, é 
uma mecanização do processo e pode levar aos fracassos já citados. 
Observemos outro raciocínio de uma criança de 9 anos:

“1/2 é maior que 1/3, logo 2/4 é maior que 2/6 e, sendo 1/2 
como 3/6, então, 1/2 é 1/6 maior que 1/3”.

Este tipo de raciocínio é comum. Ou seja, a ideia de que 
alguma coisa A é maior do que outra B, se existir algo G (1/6) que 
somado com B (1/3) dá A (1/2). Assim, é possível reconhecer a equi-
valência quando tivermos G=0.

O modelo de pensamento recursivo de Kieren e Pirie (1990) 
mostra como um processo de crescimento se desenvolve a partir 
das construções anteriores, sendo possível construir uma formaliza-
ção do processo de equivalência e adição.
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Observam-se mudanças radicais no raciocínio dos alunos, o 
que demonstra que um processo construtivo está em andamento. De 
fato, uma criança de 8 anos é capaz de mostrar que repartir 2 pizzas 
entre 3 pessoas é “o mesmo” que 5 entre 8, pois cada uma pega meia 
pizza e o resto, sendo tão pequeno, é descartado. Crianças um pouco 
maiores, estabelecem uma diferença ao situar ou colocar os pedaços 
um em cima do outro e observando que esses não são iguais. Um 
aluno de 11-12 anos pode pensar e comparar que 2/3 é maior que 
1/2 em 1/6 (2/3=3/6+1/6), e 5/8 é tão somente 1/8 maior do que 1/2 
(5/8=1/8+4/8). Por último, encontramos alunos de 13 anos que vão 
raciocinar simbolicamente fazendo a passagem para os decimais ou 
para um denominador comum (2/3 = 16/24, 15/24 = 5/8, 2/3>5/8).

As experiências realizadas (Streefland, 1987; Giménez, 1991) 
levam-nos a pensar que os processos de construção melhoram 
quando as pessoas percebem a necessidade de analisar diversas 
situações abertamente. Por outro lado, a construção deverá facilitar 
construtos de nível superior mediante a multiplicidade de situações 
(partição, misturas, intercâmbios, probabilidade, ampliação, redução 
etc.). Com isso, geram-se as noções de operador, medida, quociente 
e razão. As experiências realizadas mostram como tais situações 
devem ser multiplicadas, desdobradas, mas não são transferidas.

UM TRABALHO INICIAL DE 
ESTIMATIVAS COM GARRAFAS

Os aspectos dinâmicos da quantidade são diferenças sutis 
que estabelecemos com bastante clareza e que sugerem a ideia 
de operador. Daí, o sentido global da expressão “dinâmico” encon-
tra-se vinculado a um “fato relacional”, que normalmente implica 
dois entes ou relaciona indivíduos numa situação de diálogo.  
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Chamamos de dinâmica a situação de fração como quantidade 
na qual se efetua uma partição ou agrupamento de objetos entre 
indivíduos e se deseja saber quantos correspondem a cada um. 
Denominamos de estática a situação que representa o que o indiví-
duo tem como parte de um todo. Essa última situação sugere uma 
repartição, mas expressa a situação final “prescindindo” do que tem 
acontecido. A situação dinâmica coloca de manifesto essa reparti-
ção e mais adiante leva a associar a razão como expressão de uma 
divisão. Um tipo de situação dinâmica pode ser o trabalho com esti-
mativas, que comentamos a seguir.

Veja como o leitor poderia pensar uma tarefa para o trabalho 
inicial com estimativas:

Sobre a mesa, temos 1 garrafa de 1 litro e 4 recipientes de 3/4 
l, 1/3 l, 1/4 l e 1/5 l. Cada recipiente leva uma etiqueta com a letra (A, 
B, C e D) correspondente para facilitar seu reconhecimento.

Sugestão

Pede-se aos alunos:

1.	 Ordenar os recipientes da maior para a menor capacidade.

2.	 Dar um número a cada recipiente em relação ao litro (ao qual 
dá-se o valor de £).

3.	 Estimar a adição de dois deles (A + B).

4.	 Comparar as medidas de dois deles num caso simples (quan-
tas vezes C cabe em A). Através de perguntas abertas, o pro-
fessor poderá saber o que pensam seus alunos. Por exemplo, 
relataremos algumas observações sobre ordenação, signifi-
cado numérico, estimativa aproximada e comparação.
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SOBRE A ORDENAÇÃO DOS RECIPIENTES 
E AS ESTRATÉGIAS UTILIZADAS

Uma vez apresentado o material pergunta-se aos alunos: 
“Qual dos recipientes tem maior capacidade?” E, depois, pede-se 
que “ordenem do recipiente de maior para o de menor capacidade”.

Todos os alunos distinguem o maior recipiente, pois esse se 
diferencia dos outros evidentemente. Alguns alunos se equivocam 
na ordenação com relação à denominação numérica dos recipien-
tes e confundem os recipientes intermediários. Outros erros de 
ordenação aparecem ao considerarem iguais os dois recipientes 
menores. Ao estabelecerem relações numéricas, percebe-se que 
nenhum dos alunos muda a ordem dos recipientes, dada inicial-
mente. Em todos os casos, parece que eles confiam muito na sua 
observação e, quando relacionam quantidades – fracionárias ou não 
–, seguem a ordenação visual.

Entre os argumentos utilizados o mais usual é a observação 
simples da altura de cada recipiente. Nos casos em que houve erro 
de ordenação, é importante diferenciar os recipientes que são pare-
cidos: “este é maior, pois é mais alto e largo”.

SOBRE O USO ESPONTÂNEO 
DAS FRAÇÕES E ESTRATÉGIAS 
UTILIZADAS NAS MEDIDAS

Diz-se aos alunos: “agora deve apresentar um número rela-
cionado com quanto um recipiente cabe em relação ao litro, isto é, 
se ao litro atribuímos valor 1 (a unidade considerada), deve-se dar um 
valor a cada um dos recipientes”.
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Todos os alunos já tinham realizado trabalhos semelhantes 
sobre as medidas de capacidade no sistema decimal e suas relações, 
mas só dois alunos as utilizaram em suas respostas. Dois alunos atri-
buíram números naturais, mas isso não cumpre nossos requisitos, 
pois ao litro foi atribuído um valor distinto.

Apesar do aparente desejo de usar as frações, a maioria não 
soube expressar as frações menores que que 1/4. Alguns usaram 
a representação usando centilitros, que disseram conhecer na vida 
cotidiana. Num caso particular, observamos a mudança de escala, 
quando valores são atribuídos conforme a visualização da medida, e 
logo ocorre a passagem para uma estratégia de intervalos, uma vez 
que se obtém frações muito pequenas:

Nuri (12 anos): “C é 1/2, B é 1/4, não, não C é 3/4, B é 1/4; D é 
mais do que ¼, e A é menos do que 1/4”.

COMENTÁRIOS SOBRE OUTRAS 
ESTRATÉGIAS DOS ALUNOS

Na maioria dos casos, a ordenação feita estava correta e coe-
rente com a ordenação assinalada. Uma grande parte começou pela 
fração maior. Os primeiros encontraram as dificuldades com as fra-
ções menores, o que já foi comentado. Em muitos casos, eles usaram 
frações unitárias e binárias (alunos do 7º ano). Outros verbalizaram 
“a metade de um meio”, e outros usaram a expressão “meio-quarto”, 
principalmente os alunos do 5º, 6º e 7º anos. Poucos disseram que 
1/3 está entre 1/4 e 1/2. Além disso, existem alguns estudantes que 
focavam seus comentários e observações no denominador e procu-
ravam entender todas as frações como “quarta-parte”. Nesse tipo de 
raciocínio, o problema aparece quando as frações acabam, conforme 
se pode ver na resposta de João:
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José (12 anos, 7o ano): “3/4, 2/4, 1/4 e ... este é menor ... não sei não”.

Alguns fazem uma estimativa por intervalos ou pontes de 
referência, sem concretizar. Cristina (12 anos,7o ano): “C é 3/4, A é 1/2; 
B é menor do que 3/4 e maior que 1/2; D é menor do que A”. Professor: 
“Que número você atribuiria a B e D?

Cristina: “Não sei”.

Em outros casos, consegue-se a explicitação de uma res-
posta correta:

Maitê (12 anos, 7o ano): “C não é um litro, é 3/4; A é 1/4; B é 
maior que A é menor que B. Poderia ser 1/3. Pode também ser 1/5”.

Há alunos que também observam a relação de cada reci-
piente com o litro e não a relação entre eles, no que nós chamamos 
de processo de observação direta. Alguns fazem isso desordena-
damente, outros erram as frações ao observar só o denominador 
(1/3 > 1/2, pois 3 é maior do que 2). Esse tipo de erro já foi bastante 
analisado por diferentes pesquisas (Hart, 1978; Filloy, 1986).

Foi surpreendente a incapacidade de responder, dada a difi-
culdade de representar frações menores que um meio. Embora a 
conservação da capacidade não fosse nosso objetivo, os estudantes 
não mostraram estabelecer esse tipo de percepção.

O domínio das frações 1/2, 1/4, 3/4 coincidiu com os resulta-
dos do primeiro nível de Noelting (1978) e Kieren (1980). Esse nível é 
facilmente estendido às relações de ordem dessas frações e a uma 
predominância do status transicional, ao usarem as frações unitárias 
e binárias (Kieren, 1988). Isso parece aprofundar as hipóteses sobre o 
conhecimento ampliado, porém não completo da ordem nas frações 
arquimedianas. Somente um aluno de 12 anos pareceu estar situ-
ado no chamado nível simbólico (independência da representação), 
dominando tanto a forma fracionária como a decimal e expressando 
claramente sua relação.
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Na continuidade do trabalho, formulamos a seguinte per-
gunta: “Você poderia dizer que número seria A + B com relação 
ao litro”, isto é, “juntando os recipientes A e B, qual a capacidade 
resultante em relação ao litro?”. O processo de estimativa foi difícil 
para alguns alunos que não tinham visto esse tipo de atividade e, 
assim, foram obrigados a prescindir da imaginação do resultado 
(nível de coerência dos dados numéricos). Essa dificuldade para 
observar a adição de líquidos está de acordo com os trabalhos de 
Lovell (1977) e Rico (1982). Em nosso estudo, apenas um aluno deu 
o resultado correto mediante a soma das frações correspondentes, e 
um grupo considerável concentrou-se na visualização do novo pro-
blema. Ou seja, quando não era possível expressar a soma de tais 
frações optavam pela aproximação simples, justificando, “é mais da 
metade” (Spinillo, 2003).

Em alguns casos, existem respostas aproximadas, e, quando 
o aluno não se dá por convencido ou percebe alguma incoerência 
em seu raciocínio, por exemplo, com os valores numéricos, eles se 
apoiam na visualização.

Sandra (9 anos, 5o ano): “É mais do que um meio”.

Exemplo: “Quanto é ao final?”.

Sandra: Não sei. “A é 1/2 e B é 1/4. Logo é mais que 1/2”.

Francisco (9 anos, 5o ano): “É mais da metade”.

Exemplo: “Por quê? Não tinha falado que A é 1/2 e B é 1/4?”.

Francisco: “Não sei (pensa muito, parece que os números 
não saem fácil). Mas é claro, né!” (Faz alguns gestos, indicando que 
cabe mais da metade).

Há também estudantes que apresentam uma aproximação 
correta a cada parte e não sabem expressar o resultado exato para 
a adição, com justificativa do tipo: “é algo mais do que a metade”. 
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Parece que isto é feito pela visualização, mas estão convencidos 
que a adição das frações dará mais do que 1/2. Outros, quando 
fazem a aproximação da adição, pretendem ser coerentes com os 
dados numéricos apresentados e dão um resultado correto segundo 
os dados, mas nenhum deles segue a visualização para alterar a 
resposta. Apesar de uma ordenação equivocada, um único aluno 
expressou em decimais sua comparação.

Exemplo: “Ordene, da maior capacidade para a menor, 
os recipientes”.

Sérgio (10 anos, 6o ano): “C, D, A, B”.

Exemplo: “Agora dá um número a cada recipiente 
com relação ao litro”.

Sérgio: “C = 0,75; D = 0,5; A = 0,15; B = 0,5” (parece con-
fuso, porém aceita o enunciado). Exemplo: “Agora pense que o 
número daria a A + B”.

Sérgio: “A + B é 0,15 + 0,5 = 0,65”.

Exemplo: “É mais do que a metade?”.

Sérgio: “Claro, é mais do que 0,5”.

Existem estudantes de 6o e 7º anos, principalmente, que 
não entendem a pergunta e dão resultados incoerentes e, quando 
“conhecem” o resultado, mostram-se bastante surpresos.

Luís (10 anos, 6o ano): “Dá 2 litros”.

Exemplo: “Como sabe?”.

Luís: “Já falei que A é 1 litro e outro litro (indica para B) dá 2 litros”.

Exemplo: “Ora, observa que esta garrafa é de 1 litro, pode ser 
A + B igual a 2 litros?”. Luís: “Não sei”.
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Uns 20% foram capazes de notar visualmente a relação de 
volume; embora um grande número errou ao fazê-lo. Embora tives-
sem sido coerentes com as quantidades nomeadas, somente uma 
parte apresentou um resultado que prescindisse da visualização 
e centrou-se nos resultados aos quais foi atribuído o valor de 1 à 
garrafa. Nesse processo, identificamos a relação de reconstituição 
do todo. Notamos que essa coerência aumenta com o nível edu-
cativo: 20% no 5º ano; 40% no 6o. Um dos resultados importantes 
foi a constatação da elevada comparação errônea, a qual sugere a 
não aceitação do resultado “3 vezes” como real. Como era esperado, 
os alunos que escolheram a forma “natural simples” de represen-
tação (A = 3, G = 8 ou A = 2, C = 7) compararam corretamente as 
quantidades. As maiores dificuldades apareceram nos alunos que 
consideraram as representações usando centilitros. De fato, Jorge (6o 
ano) tinha que: A = 38 cl; G = 45 cl e percebeu que devia prescindir 
das quantidades e escolheu a visualização, ao constatar que G cabe 
2 vezes e meia em A.

AS SITUAÇÕES DE INTERCÂMBIO

Depois da apresentação e discussão, cinco perguntas com-
parativas foram feitas numa folha de papel: uma comparação entre 
(2, 1) e (3, 1), equivalência entre (2, 3) e (4, 6), adição comparando 
com dobro entre (5, 3) e (4, 2), (5, 2) e (6, 3) e uma adição sem uma 
equivalência possível entre (5, 7) e (3, 5).

Numa segunda fase, foram feitas entrevistas com 113 alunos 
do 9º ano sobre as respostas dadas em dois testes distintos com 
cincos questões de troca, oito de probabilidade e seis questões 
típicas de razão. Os testes foram realizados num universo de 534 
alunos (Giménez, 1991). Era parte de uma pesquisa mais ampla 
sobre implicações relativas ao conhecimento dos números racionais. 
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As questões de intercâmbio envolviam a troca entre uma certa 
quantidade de balas por selos, e era perguntado qual a melhor troca. 
Baseando-se no número de selos adquiridos através dela, Pedro tro-
cou m selos por n balas, e Julia m’ selos por n’ balas.

O teste de probabilidade com oito diferentes itens abrangia 
diferentes contextos e problemas para serem resolvidos: (a) proble-
mas de comparação numa roleta, nos quais os alunos tinham duas 
situações para comparar e decidir quais das duas apresentava mais 
chances, (b) extração de bolas com quantidades diferentes de bolas 
em cada caso, e (c) dado de seis faces explorando diferentes expres-
sões verbais. No nosso trabalho, centramos o interesse nos dois pri-
meiros itens, e os resultados específicos desses testes envolvendo 
probabilidade foram discutidos em Giménez (1991).

Na discussão sobre as atividades envolvendo desconto, 
alguns alunos explicaram o uso de equivalência como uma possível 
estratégia para resolver a comparação, embora tenhamos estimu-
lado o uso de um mesmo ponto de comparação como uma estra-
tégia melhor dentre outras e mais rica em significado. Como um 
aluno disse: “Nós não podemos estabelecer comparação entre essas 
situações. Nós só podemos se tivermos o mesmo número de objetos, 
aí sim poderemos comparar os preços”. As cinco questões apresen-
tadas na folha de exercícios mostraram-nos que os alunos tiveram 
várias dificuldades para entender as situações dos problemas que 
envolviam razão, apesar das discussões coletivas sobre os dados do 
problema (preços e descontos) terem sido feitas antes da apresenta-
ção das questões. Constatamos que a discussão prévia não ajuda o 
suficiente para resolver as dúvidas que aparecem sobre as questões 
propostas. A situação que envolve adição foi a que apresentou maior 
dificuldade, mas o acréscimo nos acertos pode significar uma influ-
ência da discussão feita na classe durante todo o trabalho.

Observações foram feitas por alguns alunos, mas um terço 
tentou interpretar cada situação como “uma nova” sem citar a regra 
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de denominador comum oferecida no início. Muitos deles encontra-
ram dificuldades similares em todos os itens que envolviam adição, 
usando uma esperada “razão somada”. Apenas seis alunos usaram 
o denominador comum como estratégia em todas as situações. 
Quando números decimais apareceram nas sessões seguintes 
encontramos dificuldades similares àquelas encontradas por Bell e 
Beedy (1983) tentando resolver comparações.

LOCALIZANDO NA RETA NUMÉRICA:
OUTRAS ESTRATÉGIAS

A sala de aula deve ser vista como um espaço de diálogo con-
tínuo, no qual professores e alunos compartilham vivências e conhe-
cimento. Para isso, é importante que seja construída uma relação de 
respeito e que ambos estejam dispostos a aprender continuamente. 
Veja a discussão entre um professor (I) e um aluno (E) de 11 anos 
sobre a localização de pontos intermediários em uma reta. Reflita 
sobre suas possíveis reações num diálogo com os seus alunos!

E. Procure o número correspondente ao ponto em cada 
caso. Colocamos o ponto exatamente no meio de cada peça. Faça 
os seguintes desenhos:

Caso 1. Entre 1/3 e 3/2.

Sem dificuldades alguma e sem escrever nada, coloca 1/2.

I. Por quê?

E. Ora, coloco 2/6 e 4/6 (escrevo-os, independente dos pon-
tos do desenho). Assim, 3/6 é o médio. Agora deixe eu traçar os outros.
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(3 minutos após ele me chama e diz ter terminado) 
Caso 2. Entre 1/3 e 1/2.

E. Agora faço 2/6 e 3/6. Não. 3/6 = 4/12

Não. 6/12 (sem sinal de =). Ah! Já sei. É 5/12.

Caso 3. Entre 1/2 e 3/4.

Escreve 4/8 e 6/8. Coloca 5/8 no meio.

(Vendo que ele fez tudo correto, continuo perguntando).

I. Como vejo que sabe, entre 1/6 e 1/5, coloco 3 peças no lugar 
de 2 (mudo o desenho para o seguinte).

É um pouco mais difícil.

E. (Eis o que ele escreve)

I. Olhe que encontrou números entre um sexto e um quinto, 
mas isto não vale, pois o desenho pedia que se dividisse em 3 partes 
iguais, e você simplesmente aumentou um a mais. Assim, ele escreve.

E. Mas é impossível. Veja que não está correto. De fato temos 
uma peça a mais. Como se faz? (Se aborrece)

I. Vamos pensar um pouco mais?

Alguns dias depois:
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I. Parece que você está de bom humor hoje. Vou te propor um 
problema mais simples do que aquele que você não resolveu noutro 
dia. (Faço o seguinte desenho). Olhe:

I. Quais números coloco nos pontos?

E. (Escreve 3/4 e 1 e, [0, 2]. Apaga imediatamente e diz). Não, 
não pode ser. Serão 2/3, 1, 1/3?

I. Supondo que esteja correto, como colocar os outros?

E. (Escreve 2, 1/3, ...) Não, não, 2, 2/3 (convencido) e 3, 1/3.

I. Muito bom! Agora espero que saiba resolver o problema do 
outro dia com 1/6 e 1/5.

E. Já falei que não sei.

I. Se você resolveu o anterior, com certeza resolve esse.

E. Bem...

(Escreve igualdades nos extremos procurando um fator 
comum). 1/6 = 5/30, 1/5 = 6/30 (Agora repete a sequência de meta-
des dobrando os denominadores).

Olhe, com este (denominador 60) não podemos fazer os 
pedaços em 3. (Comenta que não pode dividir em três partes a dife-
rença de numeradores e desenha as subdivisões até achar que a 
diferença é subdivisível).

Entre 20 e 24, não ... 40, também não... Talvez entre 80 e 96. 
(Desenha as partes). Agora vai.

I. Tem certeza?

E. Ah, não. Esqueci um traçado, são 16 (a distância entre 80 e 96).
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I. E?

E. Não podemos entre 3.

I. Continua para ver...

E. Quer que coloque 192/860...? (Pensa que os pedaços ou 
intervalos ficariam impossíveis de desenhar). O outro é 160/860!

I. Pensa em como justificar isto?

E. Pois não, são 32.

I. E o que acontece?

E. Não dá exato entre eles. Entre 2 dá, mas não entre 3.

I. Ok, parece que com o teu processo não se obtém a solução.

E. Já falei para não colocar problemas que eu não sei resolver!

I. Olhe bem para este mais fácil. Entre 10 e 11 coloco 3 pontos 
na mesma distância. Talvez seja mais fácil!

E. Escreve imediatamente 10 1/3, 10 2/3, 10 3/3. Pensa um 
pouco e diz 10 3/3 é 11.

I. Bom, este está resolvido, e este?

Agora, diga o que fez para resolver o outro.

E. Encontrei frações fazendo cada vez o dobro (isto é o deno-
minador comum, que é o que ele indica) ou, 1/3 = 2/6 = 4/12 = 8/24  
1/2 = 3/6 = 6/12 = 12/24

I. O que acontece?
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E. Que podia saber a metade (marca o meio pontilhado e 
escreve) 5/12 (no ponto médio), mas não posso fazer 3 partes... Oh! 
(Marca a outra linha pontilhada à esquerda e tenta encontrar a 3ª 
parte fazendo metades). Não, não é assim.

I. Será que não existe outro denominador com o qual seja pos-
sível? Prove com outros números.

E. Ah! Deve ser 6, 12... Entre estes dois não vale. Talvez... 18 
(olha um pouco aborrecido). Escreve 1/3 = 6/18 (embaixo da vertical 
do ponto) e 1/2 = 9/18. Claro (escreve na linha) 7/18 e 8/18 (Faço um 
gesto de aprovação e imediatamente prossigo).

I. Tudo bem. Tenta agora o problema difícil apresentado no 
começo (divisão do segmento 1/6, 1/5 em 3 partes).

E. Espere. Primeiro vou procurar os possíveis números que 
funcionem, 30, 60... entre estes dois acho que não existe nenhum.

I. Qual o seguinte que já foi provado?

E. 120, já sei... 30, 60, 90 não valem. Provarei com o 90 que 
ainda não tinha feito. (Divide 90 : 6 = 15 e num outro lado faz 90 : 5 = 
18; com cara de satisfeito... escreve na linha) sim, são 16/90 e 13/90.

I. Por que não saiu antes?

E. Sim, eu não provei todos os números. Deverá fun-
cionar com 150 e 180.

I. Talvez não com todos.

E. Claro, só com 90, 180, com 260 (não, é 360).

I. Bem, prova este mais difícil... Parti o segmento [1/3, 1/5] em 
5 partes... Logo, é 30.
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“Gostei de saber dos erros que os 
alunos cometem na transferência dos 
procedimentos válidos nos naturais 
para as frações. São alguns detalhes 
que o professor nem sempre dá 
importância, e o aluno não consegue 
perceber essas mudanças. Por isso 
cometem erros”. Alessandra

Pesquisas em Educação Matemática têm ressaltado a aten-
ção que o professor deve ter aos diferentes processos cognitivos 
dos alunos ao realizarem tarefas matemáticas e, consequentemente, 
a importância de se utilizar uma variedade de atividades nas quais 
alunos e professores possam comunicar suas ideias e produzir dife-
rentes significados (Lins e Giménez, 1997) para o processo ensino-
-aprendizagem de matemática.

Conforme apresentamos, as noções sobre frações vão evo-
luindo e constituindo-se através da proposta e desenvolvimento de 
uma variedade de situações de aprendizagem, de modo que o pro-
fessor possa ir conhecendo cada vez mais o progresso conceitual de 
seus alunos. Neste capítulo, exemplificamos situações que podem 
enriquecer as aulas sobre frações, conforme indicado a seguir.
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FRAÇÕES:
JOGOS COM CARTÕES

OBJETIVOS GERAIS:

	■ Expressar partes de uma coleção mediante frações.

	■ Variar o todo ou quantidade de referência.

	■ Relacionar as quantidades por meio de uma fração.

	■ Constatar as correspondências que existem entre o signifi-
cado da fração como medida de superfície e como operador 
sobre quantidades discretas.

Ordenar frações por sua expressão considerando um tipo de 
figura (retângulo ou outras), assim como pela coleção de objetos.

RELAÇÃO DE JOGOS:

	■ J1- Cartões com coleções (retângulos).

	■ J2- Cartões coloridos (retângulos).

	■ J3- Círculos coloridos.

	■ J4- Fracírculos.

Expressão está sendo usada 
como representação numérica 
(de barras) das frações: 1/2; 1/3…
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J1 - CARTÕES COM COLEÇÕES 
(SITUAÇÕES DE ORDENAÇÃO)

MATERIAL: 

1.	 Cartões com coleções de desenhos alinhados em forma 
retangular, com as seguintes quantidades e distribuições 
(quantidade = linha x coluna):

24 = 6 x 4
72 = 12 x 6

36 = 6 x 6
72 = 8 x 9

48 = 6 x 8
96 = 8 x 12

O tamanho de todos os cartões é o mesmo, embora varie a 
quantidade de elementos. A distribuição das filas e colunas permite 
unificar a forma das partições.

2.	 Tiras e placas transparentes em várias medidas diferentes, 
de forma que cada uma cubra uma parte do retângulo de 
cartolina, e separe uma parte da coleção.

As frações representadas são:

1/2 1/3 2/3 1/4 3/4 1/6 1/8 1/12

METODOLOGIA:

	■ Escolher uma das coleções de elementos.

Por exemplo, tomemos a coleção de 24 elementos. Coloque 
sobre ela, sucessivamente, todas as tiras e placas transpa-
rentes. Anote a quantidade de elementos que representa 
cada parte.

1/12 de 24 = 2;   1/8 de 24 = 3;   1/6 de 24 = 4;   1/4 de 24 = 6

Procuramos deixar todo 
o material num tamanho 
adequado para reprodução.
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	■ Ordenar esses resultados do menor para o maior. Fazer o 
mesmo com as outras tiras e as frações.

	■ Comparar as frações 2/3 e 3/4.

Descobrir qual é a maior observando a quantidade que 
representam sobre diferentes coleções.

2/3 de 24 = 16;
2/3 de 36 = 24
2/3 de 48 = 32;

3/4 de 24 = 18;
3/4 de 36 = 27
3/4 de 48 = 36;

16 < 18
24 < 27
32 < 36

	■ Comprovar, em seguida, a mesma relação pelas dimensões 
das tiras correspondentes.

	■ Estabelecer relações entre quantidades.

Em uma determinada coleção, contar uma parte dos ele-
mentos e saber encontrar a fração que a relaciona com o 
total. Por exemplo: Se dos 24 elementos, separamos 4, qual 
fração do total esses elementos representam?

	■ Descobrir a coleção total.

Dada uma fração e a quantidade de elementos que repre-
senta, descobrir a coleção total.

Por exemplo:

? x 1/4 = 18 ou 1/4 de ? = 18

NÍVEL DE APLICAÇÃO:

	■ A partir de 10 anos, sucessivamente, pode se relacionar 
partes de coleções com frações.

O nível de aplicação não é rígido. 
Ele depende da realidade de 
cada escola.
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1/6

1/9

1/3

1/2



63

S U M Á R I O

2/3

1/4

1/8
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1/6 1/4 1/3 1/2
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J2 - CARTÕES COLORIDOS

MATERIAL:

	■ Cartões quadrados representando uma unidade, divididos 
em diversas frações da unidade.

METODOLOGIA:

Preparação

	■ Pinte cada quadrado unitário de uma cor.

RELAÇÃO COM A UNIDADE:

	■ Monte uma tabela indicando as cores usadas. 

Um cartão verde é ______ da unidade. 

Um cartão vermelho é ______ da unidade. 

Um cartão azul é ______ da unidade.

(Escreva 1/2, 1/4 ou 1/8 atrás de cada tira verde, vermelha ou 
azul).

2.	 Quantas metades formam uma unidade? ________

Quantos quartos há em uma unidade? ________

Precisamos de quantos oitavos para formar uma unidade? 
________
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RELAÇÃO ENTRE OS CARTÕES:

	■ Compare os cartões: verde, vermelho e azul:

Com ________ vermelhos, cubro o verde.

Com ________ azuis, cubro o vermelho.

Com ________ azuis, cubro o verde.

	■ Registremos, agora, essas conclusões atrás dos cartões.

________ de 1/4 é 1/2.

________ de 1/8 é 1/4.

________ de 1/8 é 1/2.

Comprove com os cartões que 1/4 + 1/4 = 1/2 isto é 2/4 = 1/2.

	■ Copie e complete com a ajuda dos cartões:

1/4 = ..../8 e 1/2 = ... /8

	■ Copie, ordenando da maior para a menor:

1/2;   1/8;   1/4   1 > ...... > ..... > .....

	■ Complete com o sinal adequado: <, > ou =.

1/2 ..... 1/6 e 1/4 ..... 2/8

1/4 + 1/4 ..... 2/8 e 1/2 + 1/4 ......... 3/8 + 3/8
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J3 - CÍRCULOS COLORIDOS

MATERIAL:

	■ 6 discos circulares fracionados em metades (1/2), terços (1/3), 
quartos (1/4), sextos (1/6), oitavos (1/8) e um doze avos (1/12).

Cada círculo deve ser pintado com uma cor distinta, segundo 
o número de partes em que se encontra dividido para poder 
facilitar a distinção de cada parte visualmente e não apenas 
por sua medida.

Escolhemos os denominadores 2, 3, 4, 6, 8 e 12, pois, além de 
simples, permitem estabelecer muitas relações de equivalên-
cia entre estas partes.

OBJETIVOS:

	■ Introduzir a noção de partição em partes iguais.

	■ Visualizar a relação entre as partes e o círculo completo unitário.

	■ Identificar a representação com o nome correspondente 
(denominador) assim como o símbolo.

	■ Reconhecer a relação de ordem entre as partes fracionárias.

	■ Conhecer algumas relações de equivalência.

	■ Introdução da ideia de numerador somando partes iguais.

	■ Introduzir a adição e a subtração de partes diferentes em 
alguns casos possíveis.
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METODOLOGIA:

1.	 Partes da Unidade

Identificar a fração que representa cada peça separadamente.

1.1	 Observação e classificação das peças

	■ Contar quantas peças de cada cor existem.

	■ Comprovar se todas as peças são iguais.

	■ Unir peças para formar círculos completos (discos).

	■ Comprovar que os círculos obtidos são do mesmo tamanho 
ainda que se encontrem partidos num número distinto de 
partes.

	■ Escrever essas observações. Por exemplo:

O círculo verde está dividido em duas partes.

O círculo vermelho está dividido em quatro partes etc.

1.2	 Expressão Verbal e Simbólica

	■ Nomear cada uma das peças: metade, meio; terço, terça parte, 
quarto etc.

	■ Escrever simbolicamente a relação entre cada peça e o círculo 
completo. Por exemplo

2.	 Ordenação

	■ Ordenar as peças segundo seu tamanho (área).

	■ Desenhar as peças de modo que se observe essa ordenação 
(para desenhar uma peça basta marcar o seu contorno).

	■ Escrever a fração correspondente a cada peça mantendo a 
ordem do gráfico.
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	■ Observar que as frações maiores possuem denominadores 
menores.

Nível de Aplicação: Estas duas atividades podem ser rea-
lizadas a partir do 5º ano do Ensino Fundamental, porém 
é conveniente que os estudantes tenham experiências 
anteriores de partição de objetos. Também devemos ver 
a necessidade de se nomear as frações: metade, terço, 
quarto etc., antes dessas atividades.

3.	 Relações entre Frações

Relacionar algumas peças entre si como fração de fração.

	■ Observar quantas vezes cabe cada uma das peças listadas 
na peça indicada depois:

1/4,  1/6,  1/8  e  1/12 em  1/2
1/6,  1/12 em  1/3
1/8,  1/12 em  1/4
1/12 em  1/6

Escrever, em forma de fração, as relações que encontramos 
manipulando as peças coloridas. Por exemplo: 

1 / 4  é  1 / 2  de  1 / 2  ou  1/4  =  1/2  x  1/2

Nível de Aplicação: Esta atividade pode ser realizada a partir 
do 6º ano.

é 1/2 de
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4.	 Reunião de Partes Iguais

Até aqui, os estudantes investigaram as frações de numera-
dor unitário, ou seja, apenas uma peça. Agora, eles investi-
garão as que podem formar com peças iguais até a unidade 
completa (disco unitário).

	■ Com as peças de uma mesma cor, construir todas as configu-
rações que podem ser formadas num círculo e desenhá-las. 
Por exemplo:

	■ Aprender como se nomeiam e os símbolos correspondentes 
para indicá-las.

	■ Fazer o mesmo com as demais cores.

5.	 Comprovar a Equivalência entre Algumas Frações

	■ Construir com peças de uma mesma cor uma figura equi-
valente à metade (1/2) do círculo de todas as maneiras 
possíveis.

	■ Desenhar as configurações obtidas e escrever a equivalên-
cia correspondente das frações.

 1/2, 2/4, 3/6, 4/8, 6/12

	■ Fazer o mesmo com estas: 1/3, 2/3, 1/4, 3/4, 1/6, 5/6.
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6.	 Reunião de Peças Distintas

Ainda que pareça simples unir duas peças distintas ao acaso 
e expressar a sua soma em forma simbólica, o resultado de 
cada operação em muitos casos não possui um resultado 
fácil de ser identificado (visualmente ou numericamente). Por 
isso, sugerimos outros exercícios com um grau de dificuldade 
menor.

	■ Representar mediante um desenho uma parte da uni-
dade que será expressa como uma adição de frações. 
Por exemplo:

	■ Encontrar a peça correspondente ao total e escrever a adi-
ção: 1/3+1/6=?	 1/4+1/12=?	 1/6+1/12=?

	■ Completar a unidade (disco unitário) usando apenas duas 
cores, simbolizando depois a soma com as correspondentes 
frações. Por exemplo:

	■ Completar o disco unitário (unidade) com três cores diferen-
tes, simbolizando depois a soma mediante as frações corres-
pondentes. Por exemplo:

1/4+1/6 1/4+1/8

2/8+9/12=1 2/3+2/6=1

1/2+1/3+1/6=1 1/6+3/4+1/12=1
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	■ Representar algum resultado (da soma de peças diferen-
tes) com peças de uma mesma cor. Depois, escrever as 
frações correspondentes a cada uma das expressões. Por 
exemplo:

7.	 Diferenças entre Frações

A diferença entre as frações pode ser desenvolvida a partir 
de duas perspectivas distintas:

	■ O que acrescentaria a uma peça para que ela se torne a maior?

	■ O que sobra da peça maior se retirarmos uma região corres-
pondente à peça menor?

1/2+1/3 = 5/6

1/4+3/6 = 3/4
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1/2 1/3 1/2-1/3=1/6 1/6
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J4 - FRACÍRCULOS

MATERIAL (P. 36 A 38):

	■ 35 discos circulares fracionários para jogar, incluindo:

	■ 2 metades, 3 terços, 4 quartos, 6 sextos, 8 oitavos e 12 doze avos;

	■ 8 discos unitários para servir de base;

	■ 1 dado com metades, terços e quartos;

	■ 1 dado com sextos, oitavos e doze avos.

OBJETIVO DO JOGO:

Completar o maior número de discos unitários ao final do jogo.

METODOLOGIA:

Preparando o Jogo

O estudante deve primeiro se familiarizar com as peças fra-
cionárias do jogo. Desse modo, o estudante irá estabelecer algumas 
relações entre as frações [isso pode ser feito através das atividades 
do jogo anterior (J3)]. O Fracírculo pode ser jogado individualmente 
no início, com o estudante pegando um disco unitário como base, 
jogando um dos dados e colocando a peça fracionária correspon-
dente sobre o disco‑base até construir o círculo completo.
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COMO JOGAR

1.	 Quando estiverem preparados, os jogadores usarão ape-
nas as peças fracionárias maiores (1/2, 1/3 e 1/4) e o dado 
correspondente.

2.	 Cada jogador pega dois discos-base, deixando o restante 
do material guardado. A cada rodada, o jogador poderá 
pegar mais um disco-base, enquanto houver discos-base 
de reserva. Os jogadores não poderão pegar discos-base de 
outros jogadores.

3.	 O primeiro jogador, que é escolhido por qualquer método 
aceitável pelo grupo, lança o dado. O jogador, então, pega a 
peça fracionária correspondente à fração sorteada e a coloca 
em um de seus anéis.

4.	 O jogo deve rodar no sentido horário, com cada jogador 
lançando o dado e colocando a peça fracionária correspon-
dente em um de seus discos-base. O jogo continua com os 
jogadores tentando completar um círculo com as devidas 
peças fracionárias. Quando um círculo estiver completo, ele 
é retirado do jogo, e nem o disco-base, nem as peças fracio-
nárias que o formam poderão ser usadas novamente durante 
aquela partida.

5.	 Se uma peça fracionária sorteada pelo dado não puder ser 
mais usada, ou o jogador não quiser utilizá-la, ele poderá 
passar para o jogador seguinte, sem fazer nada.

6.	 Um jogador, durante sua vez, pode mover uma peça fracioná-
ria de um disco ainda incompleto para outro, sem penalidades.

7.	 O jogo continua até todas as peças serem utilizadas. O jogo 
termina neste ponto, e o jogador com o maior número de 
círculos completos é o vencedor. Caso ocorra empate entre 
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dois ou mais jogadores, será vencedor aquele que tiver o 
disco incompleto com a menor fração faltando para ser com-
pletado. Para determinar quem tem o disco mais completo, 
os jogadores poderão sobrepor os discos entre si e verificar 
visualmente.

Variações das Regras

1.	 Com estudantes maiores, use as peças fracionárias menores 
(1/6, 1/8 e 1/12) e o dado correspondente.

2.	 Para estudantes do 6º ano 9º anos, use os dois dados e todas 
as peças fracionárias. Os jogadores lançam os dois dados e 
pegam as peças fracionárias correspondentes à SOMA das 
frações sorteadas em cada um dos dados. Por exemplo, se 
forem sorteadas as frações 1/2 e 1/6, o jogador poderá pegar 
as peças: metade e um sexto ou um terço e dois sextos ou 
dois quartos e um-sexto ou qualquer outra combinação que 
totalize a SOMA apresentada pelos dados. O jogo continua 
conforme as regras do jogo regular.

3.	 Frações Negativas: Cada jogador monta dois círculos com-
pletos com quaisquer peças fracionárias que desejar. Usando 
um dado, cada jogador retira a peça fracionária de um de 
seus círculos correspondente à fração sorteada pelo dado. 
Durante cada jogada, o jogador pode trocar as peças fra-
cionárias restantes num círculo por outras peças desde que 
totalizem a mesma quantidade fracionária. Por exemplo, 
se um quarto for sorteado pelo dado e o jogador tiver uma 
metade em um de seus círculos, ele poderá trocar a metade 
do círculo por dois quartos e retirar uma das peças de um 
quarto do círculo correspondente. O primeiro jogador que 
conseguir retirar todas as peças fracionárias dos dois círculos 
é o vencedor.
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QUESTÕES A LEVANTAR

	■ Quais tipos de discussões este jogo permite desenvolver 
com os estudantes?

	■ Como analisar o jogo com os estudantes?

	■ É possível criar alguma forma de pontuação para o jogo? 
Qual seria a mais interessante?

	■ Segundo a pontuação, é possível desenvolver uma forma de 
registrar as frações, somas ou subtrações que forem utiliza-
das? Por que esse registro é necessário?

COMPOSIÇÃO, DECOMPOSIÇÃO 
E RELAÇÕES DAS ÁREAS DAS FIGURAS

O jogo tradicional chinês conhecido no ocidente como 
TANGRAM (TAM = chinês; GRAM = diagrama) é formado por sete 
peças que se unem, sem sobreposição, para formar inúmeras figuras. 
Diversos jogos com diferentes números de peças e diferentes forma-
tos são desse tipo que passaremos a chamar de “tangrans”.

MATERIAL:

	■ Tangrans de diferentes formas e quantidades de peças 
segundo os níveis de dificuldade (faixa etária, experiência 
prévia, conservação de área etc.).
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METODOLOGIA:

1.	 Identificar, em cada jogo, as diferentes peças e suas quan-
tidades. Observar as diferenças e semelhanças [tamanho 
(área) e forma]. Podem surgir figuras com a mesma forma ou 
com a mesma área.

2a.	 Observar as relações entre as peças e as ordenações e equi-
valências que se deduzem a partir delas.

Existem dois tipos básicos de relações:

i.	 IDENTIDADE (A = B), as quais possuem a mesma área e a 
mesma forma.

ii.	 COMPOSIÇÃO (A = 2 B) ou (A = B + C).

2b.	 Explorar os diferentes registros dessas observações [leitura, 
interpretação, representação gráfica, numérica, simbólica].

Aqui podemos iniciar com uma descrição (que já apresenta 
a necessidade de “nomear” os objetos) e ao mesmo tempo 
iniciar uma discussão sobre o uso de símbolos: A = área 
da figura “A” = identidade (entre áreas, formas ou áreas e 
formas).

3.	 Observação (e registro) das relações entre três peças.

Aqui surgem relações do tipo parte de parte ou fração de 
fração. Podendo-se observar o produto entre as frações. Por 
exemplo:

A = 1/2 B e B = 1/4 C => A = 1/2 x (1/4 C) = 1/8 C

4.	 Completar uma tabela de relações de medidas entre peças, a 
partir das relações já conhecidas. Mesmo com um pequeno 
número de peças, surge uma grande quantidade de relações. 
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O trabalho poderia começar com uma discussão sobre como 
organizar essas “informações” de maneira concisa. Discutir 
as propostas dos estudantes e apresentar a tabela de dupla 
entrada como um instrumento organizador de informações.

A FAMÍLIA DE TANGRANS

Apresentaremos um material que é fruto de uma experiência 
de trabalho realizada em algumas turmas (do sexto ao nono ano) de 
modo a amadurecer e fixar o conceito de frações, de equivalência, de 
ordenação e de soma.

Antes de iniciar a descrição da experiência, é preciso esta-
belecer algumas “coordenadas didáticas” que orientaram o trabalho.

	■ Acreditamos que, numa primeira fase de MANIPULAÇÃO, 
o estudante começa a exploração jogando com os objetos 
concretos: as metades, os quartos etc. Já visualizando e 
antecipando as primeiras operações com um grande suporte 
de desenhos ou esquemas, passa à fase em que constrói 
REPRESENTAÇÕES e, finalmente, alcança um estágio de 
operações diretamente sobre SÍMBOLOS NUMÉRICOS 
e ALGÉBRICOS.

Manipulação 
Concreta

Representação Gráfica, 
Numérica e Simbólica

Operações 
Simbólicas

	■ Por outro lado, parece-nos interessante considerar o que 
significa os estudantes compreenderem o conceito de fração 
[enquanto composição/decomposição]. Isso implica que sai-
bam resolver corretamente dois tipos de problemas:
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1.	 Aqueles que apresentam a fração como parte de uma uni-
dade (contínuo)

Por exemplo: representar 2/3 de um retângulo ou um pátio. 
E, o seu inverso: dado uma região, saber a que parte corres-
ponde do retângulo total.

2.	 Aqueles que apresentam fração como parte de um con-
junto ou de uma coleção (discreto). Por exemplo: separar 
2/3 de um conjunto de 36 bolas. E, o seu inverso: dado 
um conjunto de 36 bolas dizer que parte corresponde 
a 24 bolas.

Por isso, acreditamos que, para introduzir o conceito de fra-
ção, é indispensável trabalhar com situações dos dois tipos.

FRAÇÕES:
SUBDIVISÕES DE FIGURAS PLANAS

O uso de FIGURAS PLANAS para introduzir frações e para 
trabalhar as operações nos permite, ao mesmo tempo, desenvolver a 
intuição sobre equivalência de superfícies e a ideia de medida de áreas.

O trabalho sobre POLÍGONOS, além disso, nos dá a van-
tagem de estudar as frações tanto do ponto de vista de parte de 
um objeto unitário como do ponto de vista de uma parte de uma 
coleção. Ou seja, em um triângulo dividido em 36 partes, entender 
que a quarta parte desse triângulo corresponderá a quatro par-
tes iguais, assim como calcular a quarta parte do conjunto de 36 
peças que o integram.

Vejamos a seguir, então, algumas possibilidades que as 
figuras planas oferecem:
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1.	 POLÍGONOS 

MATERIAL:

Polígonos de cartolina divididos em um certo número de 
partes iguais, com regiões pintadas de diferentes cores como, por 
exemplo, os das figuras 1a e 1b.

Figura 1a – polígonos “triangulares”
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Figura 1b – polígonos retangulares
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OBJETIVOS:

	■ Reforçar o conceito de frações como parte de um todo.

	■ Observar as diferentes partes da unidade e saber expressá-las 
simbolicamente. O polígono composto pode representar 
a unidade.

	■ Trabalhar o cálculo mental.

METODOLOGIA:

Apresentaremos cada material separadamente para que 
fique mais claro, em vez de repetir teoricamente os exercícios 
que já foram expostos anteriormente.

1 2

Problemas de existência

Que número 
somos nós?
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J5 - TRIÂNGULOS

Qual triângulo adotar?

Para obter o máximo de possibilidades com um mínimo de 
material, adotamos o número 36, que:

	■ é a soma dos oito primeiros números naturais: 
1+2+3+4+5+6+7+8=36.

	■ nos oferece 9 divisores para jogá-los como denominadores: 
1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18 e 36. Como construí-lo?

Construa um triângulo (equilátero) como o da Figura 2a a seguir.

Figura 2a
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Figura 2b

Pinte as peças 1/36, 2/36, 3/36,4/36, 5/36, 6/36, 7/36 e 8/36 
como indicado na Figura 2b acima, cada uma de uma cor.

O fato de que a fração com 1/4 (9/36) não pode ser repre-
sentada por uma única peça convexa é um inconveniente 
que solucionamos construindo outro triângulo como o da 
Figura 3, que amplia as possibilidades de trabalho. A Figura 4 
ilustra outra possibilidade.

Figura 3 
2/36+5/36+7/36+9/36+13/36 = 36/36
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Figura 4 
1/36+3/36+4/36+6/36+8/36+14/36 = 36/36

METODOLOGIA:

Ao apresentar os triângulos, chamar a atenção desde o início 
que a menor parte representa 1/36. Pode ser conveniente apresentar 
o triângulo unitário (sem as peças) ou separações, como na Figura 2a.

1.	 Identificação da cor/fração (primeiro nível).

Fig. 2 – Qual parte (fração) corresponde ao vermelho?

Fig. 3 – Qual parte (fração) corresponde ao marrom?

Fig. 2 – Qual parte (fração) corresponde ao lilás?

Fig. 4 – Qual parte (fração) corresponde ao amarelo?

2.	 Identificação da fração cor (primeiro nível).

a.	 Existe alguma cor que represente a metade? b) Caso a res-
posta seja “não”, como aobteríamos?

Por exemplo: Juntando as duas peças de 1/4 da figura 3.
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3.	 Identificação cor —> fração (segundo nível).

a.	 Que fração representa o preto?

b.	 Quantos pretos correspondem ao cinza?

c.	 Qual fração corresponde à parte cinza? (Por exemplo: 2/12 ou 
1/6)

d.	 Obs.: Notem que as comparações vãoacrescentando o surgi-
mento de novosdenominadores.

e.	 Frações equivalentes.

4.	 Fazendo referência ao que já descobriram e registraram nas 
comparações anteriores.

5.	 Identificação fração —> cor (segundo nível); soma de frações.

Estabelecer relações de equivalência e de somas, tanto de 
cores quanto de símbolos. Exemplos:

Verde = Preto + Vermelho ou 1/12 + 1/9

Lilás = 2 vermelhos ou 1/9 + 1/9 ou 2 x 1/9

6.	 Cálculo Mental

Analisar cada passo do esquema:

Parte
Cor

Símbolo
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J6 - HEXÁGONOS

MATERIAL:

	■ Fichas para recortar e colorir, em diferentes subdivisões do 
hexágono (Figura 5).

	■ Um hexágono de cartolina, maior que os desenhos e sem as 
divisões que lhe partam.

	■ Uma coleção de peças de diversas formas representando 
partes do hexágono feitas com a mesma medida que o de 
cartolina (dos tipos dos desenhados na Figura 6).

METODOLOGIA:

	■ No primeiro contato com o material (cortar, colorir etc.), é 
conveniente estabelecer um vocabulário, e devem ficar cla-
ras algumas noções:

	– A grandeza da peça varia inversamente com o denominador.

	– A unidade possui uma expressão (relação) com cada um dos 
denominadores.

	■ Trabalhar equivalência a partir de algumas frações que eles já 
conhecem (1/2, 1/4, 1/3, 3/4, ...). Por exemplo, para representar 
1/2, é claro que temos três situações:

a.	 Nas Figuras a, b, c, e, g, h, temos as metades do hexágono 
desenhadas claramente, já que podem dobrar uma linha que 
divide claramente o hexágono em duas partes iguais.

b.	 Na Figura d, não há nenhuma linha que forneça uma divisão 
clara do hexágono em duas partes iguais. Temos que calcu-
lá-la a partir da consideração que temos seis partes iguais 
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e que 1/2 de 6 são 3 (fique claro que não é evidente, do ponto 
de vista intuitivo, que escolher quaisquer três regiões que com-
põem o hexágono corresponde à metade do hexágono).

c.	 Na Figura f, pelos raciocínios a ou b, não se chega a encontrar 
1/2, já que o hexágono está divido em 9 polígonos; A partir das 
subdivisões que estão desenhadas, não é possível construir 1/2.

	■ Dado uma figura de cartolina da coleção, encaixá-la dentro 
do hexágono unidade.

É necessário identificar o perfil de alguns dos desenhos da 
ficha, escolhendo o melhor deles para saber que fração do 
hexágono unidade representa a peça.

Exemplo: Que parte do hexágono corresponde à região 
desenhada nas figuras abaixo? Nesse caso, a grandeza da 
figura é da mesma ordem que a dos hexágonos pequenos, 
para facilitar a visualização e cálculo do leitor .

Os cortes dentro dos hexágonos podem coincidir com a 
silhueta do ângulo obtuso. Dessa forma, os modelos A, B, E, 
G seguintes podem ser usados para identificá-la. A resposta 
será: 12/36, 8/24, 4/12 e 6/18, respectivamente. Note-se a 
relação de equivalência.
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	■ É possível ampliar o trabalho à soma de frações de maneira 
semelhante aos jogos descritos anteriormente.

Figura 5a

A

B
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C

D
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E

Figura 5b

F
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G

H

Crie suas próprias peças.
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Qual a área destas figuras?
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Figura 6
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TANGRANS

Ainda que as ideias destes materiais sejam semelhantes às 
dos materiais anteriores, algumas atividades que propõem implicam 
uma mecânica de proporcionalidade direta. Ou seja, compreender 
que 1,5 de 5 é o mesmo que 3 de 10. Um dos recursos que nos per-
mite trabalhar a composição/decomposição, bem como a proporcio-
nalidade é o TANGRAM. Veja exemplos.

J7 - TANGRAM TRIANGULAR

MATERIAL:

	■ Tangram triangular de 8 elementos de Jaume Llibre (vide 
figura 8).

Observando o triângulo formado pelas 8 peças, percebe-se 
que as suas medidas guardam uma relação: todas elas podem 
ser decompostas num determinado número de triângulos 
todo iguais, com a particularidade que não há duas peças 
que sejam formadas pela mesma quantidade de triângulos 
(ou da mesma forma). Isso é uma característica da família 
dos TANGRANS.
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METODOLOGIA

	■ Para trabalhar as partes da unidade, considere o conjunto 
das 8 peças como unidade e busque que parte repre-
senta cada uma dessas peças.

Por exemplo: O menor triângulo é 1/36; o hexágono é 1/6; o 
losango maior é 2/9 etc. Em seguida, podem ser feitas equi-
valências, somas etc.

	■ Um segundo passo será considerar cada peça como uni-
dade e verificar que fração representa cada uma das outras 
em relação a “nova” unidade, trabalhando os mesmos concei-
tos anteriores.

Figura 8 
1/36+2/36+3/36+4/36++5/36+6/36+ 7/36+8/36 = 36/36
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J8 - TANGRAM RETANGULAR DE 7 PEÇAS
Com este Tangram, é possível seguir o mesmo procedimento 

anterior. Porém, levando em consideração que não há nenhuma peça 
que contenha uma outra peça em um número inteiro de vezes. Assim, 
o triângulo está contido duas vezes e meia na região da Figura 9.

Trabalhar com este Tangram requer algum conheci-
mento de proporcionalidade. Por isso, devemos trabalhar com 
outros tipos antes deste.

Figura 9

A

Obs. Escolhendo um quadrado da malha quadrada como 
unidade ou uma das peças, podemos estabelecer as várias 
relações entre as áreas das peças.
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J9 - TANGRAM CHINÊS ORIGINAL

As mesmas propostas podem ser estabelecidas com 
este incrível jogo de origem chinesa, com a vantagem de ser inu-
merável a quantidade de figuras que podemos formar com um 
número variado de peças.

Adotando o quadrado formado como unidade de medida de 
área, temos: 2x (1/16) + 3 (2/16) + 2 (4/16) = 16/16

em que:

1/16 = menor peça triangular. 

ATIVIDADE:

	■ Forme várias figuras com uma quantidade diferente de 
peças, mas com, no máximo, 7 peças, e encontre as que 
possuem áreas equivalentes.

Figura 10
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J10 - USO DE QUADRICULADOS

MATERIAL:

	■ Cartões (de diferentes cores) de forma retangular e mesmo 
tamanho “quadriculados” (divididos em quadrados) em par-
tes iguais: 16, 42, 48, 54, 60, 72, 96 etc. De acordo com a 
quantidade de partes que possui, deverá pintá-los de cores 
diferentes. Por exemplo, os verdes possuem 36 divisões; os 
vermelhos, 54 etc.

METODOLOGIA:

	■ Cada estudante ou grupo terá um cartão diferente e uma 
folha para anotar em forma de “máquina” o que irá realizar, 
comprovando os cálculos que realizar. Deverá anotar (gráfica, 
numérica e simbolicamente) as dimensões do cartão.

	■ Peça aos estudantes que possuem o cartão 36 ou 48 ou 
outro qualquer que tenham recebido, que calculem os (3/4) 
de seu cartão. Registrando em sua folha:

36 x (3/4) =

48 x (3/4) =

Obs.: Cabe destacar que o estudante deverá pensar em dois 
níveis. Primeiro, encontrando as (3/4) partes do objeto e, 
depois, contando quantos quadrados contém.

Para trabalhar este conceito, 
consulte o livro de N. Picard, 
“Itinerário Matemático”, vol: I, II 
e III, Ed. Teide.
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MATERIAL ADICIONAL:

	■ Figuras recortadas em cartolina, correspondendo a alguma 
fração dos cartões retangulares, como as ilustradas a seguir.

Essas figuras devem poder ser encaixadas sobre os cartões. 
As questões relacionadas podem ser do tipo: que parte do 
cartão ocupam ou de ordenação entre elas.

J11- GEOPLANO

O uso de geoplanos ou papel pontilhado (quadriculado e 
triangular) pode ser um excelente instrumento para atividades envol-
vendo área e perímetro. A seguir, indicamos algumas atividades.

1.	 Construir, num geoplano de 5 x 5, uma figura que possa ser 
dividida em duas partes iguais, mediante um segmento de 
reta, como na figura abaixo.

A figura resultante é a metade da construída, ou melhor, (1/2) 
da figura construída.

Uma expressão da forma (1/2) é chamada de fração, na qual 
1 é o numerador; e 2, o denominador.
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2.	 Construir no geoplano uma figura que possa ser dividida em 
3 partes iguais (ou de área equivalente) como na Figura (b). 
Cada parte é um “terço” ou 1/3 da figura construída. Construir 
outras figuras e dividi-las cada uma delas em três partes 
iguais (ou equivalentes em área).

3.	 Construir no geoplano uma figura que possa ser dividida 
em 4 partes iguais (ou equivalentes em área) como na 
Figura (c). Cada parte é “um quarto” ou (1/4) da figura cons-
truída. Construir outras figuras e dividi-las em quatro partes 
iguais (ou equivalentes em área). Se necessário, usar um 
geoplano maior.

4.	 De forma análoga às atividades anteriores, construir figuras 
no geoplano de forma que possa obter: “quintos” (1/5); “sex-
tos” (1/6); sétimos (1/7), oitavos (1/8) etc.

(a) (b)

(c) (d)
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5.	 No geoplano circular, construir um dodecágono regular e, 
a partir desse, obter as seguintes frações: (1/2); (1/4); (3/6); 
(6/12).

Verificar se todas as figuras resultantes possuem a mesma 
superfície. Quando isso ocorre, dizemos que as frações são 
equivalentes ou que “operam” sobre a figura original da 
mesma forma. Escreveremos, então: (1/2) = (2/4) = (3/6) =  
= (1 x n)/(2 x n)

6.	 Com a mesma figura anterior, encontrar as frações que sejam 
equivalentes a (2/3). Analogamente para (3/4).

7.	 Construir figuras no geoplano para comprovar se são equiva-
lentes às seguintes frações:

(a) (2/3) e (5/6)

(b) (3/5) e (15/20)

(c) (5/8) e (10/16)

Quando não forem equivalentes, diga qual é a maior.

8.	 Sobre o geoplano circular de 12 pontos, construir figuras que 
possam ser decompostas em partes iguais. Por exemplo, 
o hexágono regular. Destas figuras, se possível, obter: sua 
metade, seu terço, seu quarto, seu sexto, seu oitavo, seu doze 
avos.

Em cada caso, ordenar da menor a maior as frações que 
pode obter.
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Obs.: A adição de frações pode ser representada no geoplano 
como adição de superfícies. Por exemplo:

(1/4) + =(1/2) (3/4)
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9.	 Construir um octógono regular no geoplano circular de 24 
pontos e representar graficamente a soma de seus dois quar-
tos mais seu quarto.

(1/4)+(2/4)

10.	 Construir um hexágono regular e somar seus três sextos com 
seus dois sextos.

(3/6)+(2/6)

Nas atividades anteriores, as frações tinham denominadores 
comuns, o que torna o resultado da soma mais fácil de ser 
visualizado e calculado. Vejamos, agora, outros casos.

11.	 Some a metade de um hexágono regular com seu terço. 

(1/2)+(1/3) = ?

12.	 Some o terço de um dodecágono regular com seu quarto. 

(1/3)+(1/4) = ?

Nas atividades anteriores, poderá observar que a soma fica 
“fácil” se reduzirmos as frações a outras frações equivalen-
tes com o mesmo denominador.
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13.	 Resolva, com ajuda do geoplano, as seguintes somas:

(2/3) + (1/4) =

(3/4) + (2/5) =

(1/2) + (2/3) + (3/4) =

14.	 Construa, no geoplano circular, a metade de um hexágono 
regular e, dessa figura resultante, encontre o seu terço.

Qual fração do hexágono regular este resultado representa? 
(1/2) x (1/3) =

15.	 Da mesma forma que a questão anterior, da metade de um 
quadrado, obtenha sua metade. Dos dois terços de um 
dodecágono regular, obtenha a sua quarta parte. Dos dois 
sextos de um hexágono regular, obtenha sua metade.

a.	 (1/2) x (1/2) =

b.	 (2/3) x (1/4) =

c.	 (2/6) x (1/2) =
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16.	 Observando os resultados das questões 14 e 15, você 
consegue descrever uma regra para multiplicar frações 
(numericamente)?

FRAÇÕES E JOGOS DE AZAR

OBJETIVOS:

	■ Trabalhar equivalências.

	■ Agilizar o cálculo de partes de uma coleção.

	■ Introdução ao cálculo de somas.

A) Dominós 

O jogo de dominó, com as fichas fracionárias que apresen-
tam, oferece ao estudante o desenvolvimento de sua agili-
dade de cálculo e prática no manejo desses números.

O estudante deverá relacionar os gráficos conhecidos das 
áreas das figuras simples com as frações correspondentes 
(visualização).

MATERIAL: 

As fichas podem ser construídas refletindo duas ideias 
centrais. Cada ideia pode ser trabalhada em diferentes níveis de 
dificuldade, de acordo com os objetivos.
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1.	 Quanto à representação gráfica que aparece nos desenhos:

a.	 com a mesma percepção visual (a fração (1/4), por exemplo, é 
sempre representada da mesma maneira). Mesma coleção ou 
mesma figura.

b.	 com diferentes percepções visuais (diferentes coleções ou 
figuras).

2.	 Quanto à simbologia:

a.	 utilizando apenas frações irredutíveis [o racional (1/4) só apa-
rece em fichas como (1/4)].

b.	 utilizando equivalências [o racional (1/4) também aparece 
como (2/8), (3/12), (4/16), (5/20) etc].

Como modelo, apresentaremos alguns jogos construídos 
segundo essas orientações.

METODOLOGIA: 

Consiste unicamente em se jogar com as regras habituais 
do dominó.

Vale a pena ressaltar que os jogos combinam representações 
gráficas e simbólicas (numérica) e que cada jogador pode empare-
lhar um gráfico com um símbolo (e vice-versa) e que não é permitido 
justapor símbolo com símbolo ou desenho com desenho.
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J12 - DOMINÓ DE IDENTIFICAÇÃO 
SIMPLES - PARTE DE UMA UNIDADE

QUADRADO: (1/1) - (3/4) - (1/2) - (1/4)

MATERIAL: 

Fichas com duas partes, como no dominó, que dispõem 
de um lado uma representação gráfica de uma figura. Nela 
temos uma superfície marcada. Em todos os casos a parte 
escura (preta) é o que representa o valor da figura. No outro 
lado da peça, temos uma expressão simbólica.

16 fichas dispondo de um lado a representação gráfica das 
frações simples de um quadrado: total (unidade), metade, 
quarta parte e três quartas partes. No outro lado, temos as 
frações irredutíveis.

OBJETIVOS: 

	■ Relacionar os gráficos conhecidos das áreas de figuras sim-
ples com as frações correspondentes (visualização).

	■ Identificar frações como partes de uma unidade e a fração 
(1/1) como representando a unidade inteira.

	■ Num segundo nível, mecanizar somas de inteiros, metades 
e quartos.
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METODOLOGIA: 

	■ Número de jogadores: de 2 a 4 estudantes.

	■ Nível de utilização: introdução da fração como parte da uni-
dade (9-10 anos).

	■ Procedimento:

Repartir as fichas entre os jogadores.

Joga respeitando as regras habituais do dominó, com uma 
única ressalva:

Cada jogada deve combinar representação gráfica com 
representação simbólica e não vale justapor símbolo com 
símbolo nem desenho com desenho.

Vence quem primeiro ficar sem fichas.

Caso o tabuleiro fique “truncado”, ou seja, nenhum jogador 
podendo dar continuidade, vence quem:

a.	 tiver o menor número de peças nas mãos.

b.	 tiver a menor soma de frações das peças em suas mãos.



117

S U M Á R I O
Composição das peças:
inteiro	  4 vezes desenho + 4 vezes símbolo
três quartos	 4 vezes desenho + 4 vezes símbolo 
metade	 4 vezes desenho + 4 vezes símbolo
um quarto	  4 vezes desenho + 4 vezes símbolo

Obs.: Caso queira tornar o jogo um pouco mais demorado, 
pode duplicar o número de peças.
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J13 - DOMINÓ DE IDENTIFICAÇÃO 
SIMPLES - PARTE DE UMA UNIDADE

CÍRCULO (1/1) - (3/4) - (1/2) - (1/4)

MATERIAL:

Fichas com duas partes, como no dominó, que dispõem de 
um lado uma representação gráfica de uma figura com uma 
superfície marcada. Em todos os casos, a parte escura (preta) 
é o que representa o valor da figura. No outro lado da peça, 
temos uma expressão simbólica.

16 fichas dispondo, de um lado, a representação gráfica 
das frações simples de um círculo: total (unidade), metade, 
três quartas partes e uma quarta parte e, no outro lado, as 
frações irredutíveis.

OBJETIVOS 

	■ Identificar frações como partes de uma unidade e a fração 
(1/1) como representando a unidade inteira.

	■ Num segundo nível, mecanizar somas de frações.

METODOLOGIA:

	■ Número de jogadores: de 2 a 4 estudantes.

	■ Nível de utilização: introdução da fração como parte da uni-
dade (9-10 anos).
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PROCEDIMENTO:

Idêntico ao J12 (Quadrado).

Obs.: Aqui fica claro que cada representação simbólica forma 
uma peça com todas as representações gráficas. Por exemplo: (1/2) 
faz “par” com os desenhos que expressam geometricamente [(1/1), 
(1/2), (3/4), (1/4)].
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J14 - DOMINÓ DE IDENTIFICAÇÃO SIMPLES

PARTE DE UMA COLEÇÃO - (1/1) - (1/2) - (1/3) - (2/3)

MATERIAL: 

	■ 16 fichas que possuem num lado uma coleção de 6 círcu-
los, alguns dos quais pintados de preto, que representam 
uma fração do total de bolinhas: total, metade, terça parte 
e duas terças partes. No outro lado, temos as frações irre-
dutíveis correspondentes.
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OBJETIVO: 

	■ Identificar frações como parte de uma coleção e a totalidade 
como a fração unidade.

	■ Num segundo nível, mecanizar as somas de frações.

NÍVEL DE UTILIZAÇÃO:

	■ Início do processo de mecanização da fração como parte da 
coleção (10-11 anos).

METODOLOGIA: 

	■ Idêntica aos casos anteriores (J12 e J13).

Obs.: Escolheu-se um inteiro (6) com divisores: 1, 2, 3, 4 e 6.

Adotando-se os últimos divisores como denominadores, 
temos: (6/6); (3/6); (2/6) e (4/6)

Para cada um destes desenhos, formamos quatro peças 
combinando cada uma delas com os quatro símbolos correspon-
dentes: (1/1); (1/2); (2/3) e (1/3).

Pode-se tentar encontrar outros inteiros que permitam 
montar um dominó com estrutura semelhante.
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J15 - DOMINÓ DE IDENTIFICAÇÃO 
COM EQUIVALÊNCIA

PARTE DE UMA COLEÇÃO - (1/1) - (1/2) - (1/3) - (2/3) - (1/4) - (3/4)

MATERIAL:

	■ 36 fichas que possuem num lado uma coleção de 12 cír-
culos, alguns dos quais pintados de preto, que represen-
tam graficamente uma fração do total de bolinhas: total, 
metade, terça parte, duas terças partes, quarta parte e 
três quartas partes. No outro lado, temos essas mesmas 
frações em forma simbólica ou outras equivalentes facil-
mente redutíveis.

OBJETIVO: 

	■ Associar a linguagem simbólica das frações com o gráfico.

	■ Identificar frações equivalentes e simplificar algumas frações.

	■ Num segundo nível (contabilidade de cada jogador), praticar 
a soma de frações.

NÍVEL DE UTILIZAÇÃO:

	■ Introdução das classes de equivalências de frações 
(11-12 anos).
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METODOLOGIA: 

	■ Idêntica aos casos anteriores (J12 e J13).

Tabela de composição das peças: (1 desenho + 1 equivalência = 1 peça)

desenho ->
equivalências 12/12 9/12 8/12 6/12 4/12 3/12

1 6/6 3/3 2/2 4/4 12/12 1 / 1 

3 / 4 15/20 75/100 6/8 9/12 3 / 4 12/16

2 / 3 12/18 8/12 2 / 3 10/15 6/9 4/6

1 / 2 1 / 2 5/10 6/12 3/6 2/4 4/8

1 / 3 2/6 3/9 5/15 1 / 3 6/18 4/12

1 / 4 2/8 1 / 4 5/20 25/100 3/12 4/16
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J16 - DOMINÓ DE IDENTIFICAÇÃO 
COM EQUIVALÊNCIA

PARTE DE UMA COLEÇÃO - (1/1) - (1/2) - (1/4) - (3/4)

MATERIAL: 

	■ 16 fichas que possuem num lado uma coleção de 16 círcu-
los, alguns dos quais pintados de preto, que representam 
graficamente uma fração do total de bolinhas: total, metade, 
quarta parte e três quartas partes. No outro lado, temos 
essas mesmas frações em forma simbólica ou outras equi-
valentes facilmente redutíveis.

OBJETIVO: 

	■ Associar a linguagem simbólica das frações com o gráfico.

	■ Identificar frações equivalentes e simplificar algumas frações.

	■ Num segundo nível (contabilidade de cada jogador), praticar 
a soma de frações.

NÍVEL DE UTILIZAÇÃO:

	■ Introdução das classes de equivalências de frações (11-12 anos).
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METODOLOGIA: 

	■ Idêntica ao caso anterior (J15).
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Tabela de composição das peças

desenho
símbolo

16/16 12/16 8/16 4/16

1 6/6 2/2 4/4 1/1

3/4 15/20 9/12 6/8 3/4

1/2 1/2 5/10 2/4 3/6

1/4 2/8 5/20 25/100 3/12

J17 - BINGOS FRACIONÁRIOS - 
IDENTIFICAÇÃO DE FRAÇÕES

MATERIAL:

	■ 24 fichas com as seguintes frações:

(3/4) [3] 3 (1/3), (2/6) 2

(2/3) 1 (1/4)[2], (2/8) 3

(5/8) 1 (1/6) 1

(5/9) 1 (1/8) [2] 2

(1/2)[2], (2/4)[2], (3/6), (4/8) 6 (2/9) 1

(3/8)[2] 2 (1/9) 1



130

S U M Á R I O

	■ 4 cartões, cada um contendo a representação gráfica de 6 
das frações anteriores.

A mesma figura – um quadrado – é a unidade em todas 
as representações, e a parte preta corresponde ao valor da 
fração. A cada fração se associa a representação que permite 
visualizar seus dois termos: numerador e denominador. 
Por exemplo:

(1/4) com       e (2/8) com 

OBJETIVOS:

	■ Identificar a representação da fração como unidade.

METODOLOGIA: 

	■ A mesma do jogo de bingo.

	■ Num estágio posterior, pode-se atribuir uma representação 
a qualquer fração equivalente. Assim, diversos jogadores 
podem requisitar uma mesma ficha, se possuem em seu 
cartão uma representação equivalente. Pega a ficha quem 
solicitar primeiro.

NÍVEL DE UTILIZAÇÃO:

	■ Iniciação à ideia de parte de uma unidade (a partir de 
9-10 anos).
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J18 - BINGOS FRACIONÁRIOS - 
SOMA E SUBTRAÇÃO DE FRAÇÕES

MATERIAL: 

	■ 24 fichas com somas e subtrações das frações indicadas.

	■ 4 cartões, cada um com seis representações gráficas dessas 
operações, tomando como unidade um hexágono regular.

Neste jogo, cada operação foi representada de forma que os 
dois termos sejam identificados visualmente. Assim, os que 
possuem as partes sombreadas correspondem a uma adi-
ção, e os demais representam subtrações.

Exemplos:

1 / 2 - 1 / 8      3 / 4 +1 / 12 

OBJETIVOS: 

	■ Identificar representações de fração como parte de uma 
unidade.

	■ Identificar representações de adição e subtração de 
frações.

	■ Num segundo nível do jogo, calcular mentalmente os resulta-
dos de operações simples.
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METODOLOGIA: 

	■ Como todos os bingos (loterias).

	■ Num segundo nível do jogo, os estudantes podem calcular 
mentalmente o resultado da operação e atribuir-lhe qualquer 
das formas que o represente. Observemos num exemplo:

1 / 2 +1 / 3 1 - 1/6 3 / 4 +1 / 12

5 / 6 

NÍVEL DE UTILIZAÇÃO:

A mecânica para encontrar os resultados das somas e sub-
trações pode ter como elemento de apoio os cartões coloridos apre-
sentados anteriormente. Esta mecanização deverá ser conhecida se 
considerarmos um segundo nível do jogo.

Requer o conhecimento prévio de partes/decomposição do 
hexágono (10-11 anos).



137

S U M Á R I O

 
+

 
1 - 

 
+

 
 - 

 
+

 
 - 



138

S U M Á R I O

 
+

 
1 - 

 
+

 
 - 

 
+

 
 + 



139

S U M Á R I O

 
+

 
 - 

 
+

 
 - 

 
+

 
 - 



140

S U M Á R I O



141

S U M Á R I O



142

S U M Á R I O



143

S U M Á R I O

EXERCÍCIO:

	■ Complete as fichas do jogo com operações adequadas.

	■ Monte mais uma cartela (a quarta que está faltando).

ORIENTAÇÕES:

Frações envolvidas:

1/1	 1/2	 1/3	 1/4	 1/6	 1/8	 1/12

Cartões construídos:

7/12 = 1/3+1/4
2/4 = 1/4+1/4
6/12=1/2=5/12+1/12
3/8 = 1 - 5/8
3/12=1/4=1/3-1/12

7/8=3/4+1/8
5/6=3/4+1/12
3/4=1/2+1/4
5/12=1/4+1/6
5/6=1-1/6

1=5/6+1/6
7/8=1/2+3/8
4/6=2/3=1/2+1/6
5/12=1/2-1/12
1/4=1/2-1/4

	■ Tente escrever cada uma delas como soma ou subtração de 
duas outras (ou múltiplos delas).

	■ Tente escrever algum múltiplo delas como a soma ou subtra-
ção de duas outras (ou múltiplos delas).
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Use as malhas da página anterior para representar as 
somas ou subtrações que imaginar. Após escolher as mais adequa-
das, monte a cartela acima pintando de preto as regiões correspon-
dentes às somas ou subtrações que você construiu.
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J19 - BINGOS FRACIONÁRIOS 
- DIVISÃO DE FRAÇÕES

MATERIAL: 

	■ 18 fichas com divisões das frações indicadas.

	■ 4 cartelas, cada uma com 9 resultados de divisões.

OB JE T I V O S: 

	■ Agilizar o cálculo mental da divisão de frações.

METODOLOGIA: 

	■ A mesma dos jogos de bingo normais.

NÍVEL DE UTILIZAÇÃO:

	■ Mecanização da divisão de frações (12-13 anos).

Observe que os valores foram construídos a partir dos possí-
veis pares de multiplicação entre os números: (2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 
11, 12, 13, 14, 15, 16, 17).
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42/45 (7x6)/(9x5)
16/36 (4x4)/(6x6)
12/105 (4x3)/(7x15)
117/117
=(9x13)/(9x13)
54/28 (6x9)x(7x4)
63/18 (7x9)/(6x3)
45/14 (5x9)/(2x7)
56/13 (8x7)/(13x1)
40/18 (8x5)/(6x3)

14/45 (7x2)/(9x5)
22/56 (11x2)/(7x8)
27/77 (9x3)/(11x7)
30/32 (5x6)/(4x6)
90/96 (5x18)/(12x8)
36/25 (12x3)/(5x5)
70/44 (14x5)/(11x4)
63/26 (6x9)/(13x2)
24/7 (6x4)/(7x1)

15/48 (3x5)/(8x6)
48/60 (8x6)/(12x5)
49/117 (7x7)/(9x13)
34/35 (2x17)/(5x7)
96/90 (12x8)/(9x10)
48/35 (8x6)/(7x5)
48/21 (8x6)/(3x7)
24/9 (4x6)/(3x3)
91/30 (13x7)/(5x6)

18/63 (9x4)/(7x9)
21/48 (7x3)/(4x12)
40/48 (10x4)/(12x4)
49/84 (7x7)/(7x12)
44/44 (4x11)/(4x11)
27/8 (3x9)/(2x4)
77/27 (7x11)/(3x9)
78/22 (13x6)/(11x2)
104/63 (8x13)/(7x9)
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J20 - JOGOS COM CARTAS (A)

MATERIAL: 

	■ 48 cartas com 12 valores diferentes, cada um expresso de 
quatro maneiras diferentes:

	– fração irredutível;

	– número decimal;

	– parte sombreada de uma tira, placa ou cubo;

	– divisão correspondente.

Por exemplo:

0,8 8 ÷ 10

OBJETIVOS: 

	■ Fixar o processo de simplificação de frações.

	■ Conhecer diferentes formas de representação dos racionais 
positivos.

METODOLOGIA:

Podem ser diferentes tipos de jogos, por exemplo, os seguintes:
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J20 (A) - JOGO DAS FAMÍLIA

	■ Número aconselhável de jogadores: 4 a 6

	■ Objetivo do Jogo: Reunir tantas famílias possíveis com as 
quatro cartas de mesmo valor.

	■ Regras:

Distribui-se 4 cartas para cada jogador, e as que sobrarem 
ficam numa pilha.

O jogador que começa (A) pede a outro qualquer (B) uma 
carta da mesma família que ele possua. Por exemplo, se o 
jogador possui 0,1 pode solicitar a outro jogador a fração 
correspondente (1/10), podendo ser tanto a figura pintada 
quanto a divisão 1:10.

Se o jogador (B) tiver a carta, ele deverá doá-la ao jogador A. 
Então, o jogador poderá continuar, solicitando uma carta a outro 
jogador (C). Se o jogador (C) a possui, deverá entregá‑la ao joga-
dor (A). Caso o jogador (C) não a tenha, o jogador (A) deverá 
tirar uma carta da pilha e passar a vez ao jogador seguinte.

Caso algum jogador complete uma família de cartas, deverá 
colocá-la sobre a mesa e continuar jogando.

O jogo continua até que acabem de formar todas as famílias. 
Ganha quem tiver formado mais famílias.
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0,03 0,02 0,9

0,04 0,3 0,5

0,3 0,08 0,1
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0,001 0,003 0,01
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3 ÷ 100 2 ÷ 100 9 ÷ 10

4 ÷ 100 2 ÷ 10 5 ÷ 10



159

S U M Á R I O

3 ÷ 10 8 ÷ 100 1 ÷ 10

1 ÷ 1000 3 ÷ 1000 1 ÷ 100

J20 - JOGOS COM CARTAS (B)

MATERIAL:

	■ 48 cartas com 12 valores diferentes, cada um expresso de 
quatro maneiras diferentes:

	– fração não irredutível;

	– número decimal;

	– parte sombreada de um quadrado;

	– parte sombreada de uma coleção.
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Por exemplo:

0,83

OBJETIVOS:

	■ Mecanização da simplificação das frações.

	■ Conhecer diferentes formas de representação dos racionais 
positivos.

METODOLOGIA:

Podem ser diferentes tipos de jogos, por exemplo, os seguintes:

J20(B) - JOGO DAS FAMÍLIAS

	■ Número aconselhável de jogadores: 4 a 6

	■ Objetivo do Jogo: Reunir tantas famílias possíveis com as 
quatro cartas de mesmo valor.

	■ Regras:

4 cartas são distribuídas para cada jogador, e as que sobra-
rem ficam numa pilha.
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O jogador que começa (A) pede a outro qualquer (B) uma 
carta da mesma família que ele possua. Por exemplo, se o jogador 
possui 0,1 pode solicitar a outro jogador a fração correspondente 
(1/10), podendo ser tanto a figura pintada quanto a divisão 1:10.

Se o jogador (B) tiver a carta, ele deverá doá-la ao jogador 
A. Então, o jogador poderá continuar, solicitando uma carta a outro 
jogador (C). Se o jogador (C) a possui, deverá entregá‑la. ao jogador 
(A). Caso o jogador (C) não a possua, o jogador (A) deverá tirar uma 
carta da pilha e passar a vez ao jogador seguinte.

Caso algum jogador complete uma família de cartas, deverá 
colocá-la sobre a mesa e continuar jogando.

O jogo continua até que acabem de formar todas as famílias. 
Ganha quem tiver formado mais famílias .

B1
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B2
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0,5 0,2 0,6

0,375 0,125 0,75
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0,25 -0,83 -0,6

0,1 -0,3 -0,16
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J21 - ESCREVENDO FRASES 
FRACIONÁRIAS (A)

MATERIAL: 

	■ 42 fichas do tipo: “é p/q de”. (a)

	■ 40 fichas com partes de unidades [b1] e 20 fichas com partes 
de coleções. [b2]

OBJETIVO:

	■ Escrever uma frase matemática envolvendo frações. 

METODOLOGIA 

	■ Separe as cartas em duas pilhas:

	– uma com as 42 fichas tipo (a);

	– uma com as 60 cartas tipo (b).

	■ Escolha uma carta do tipo (b). Coloque-a no primeiro espaço.

	■ Pegue uma carta do tipo (a) e outra do tipo (b).

	■ Você deve estabelecer uma frase matemática correta 
segundo o que tenha saído. Caso consiga, ganha dois pontos.

Caso a segunda peça não corresponda à peça desenha 
a adequada, ganha um ponto. Caso não saiba, não ganha 
nenhum ponto.
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Caso você erre, perde um ponto.

Exemplo de frase correta:

é 1/3 de

Exemplo de frase errônea por tratar-se da fração inversa:

é 1/2 de

Exemplo de situação incorreta por ter unidade distinta:

é 3/5 de
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é  de é  de é  de

é  de é  de é  de

é  de é  de é  de
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é  de é  de é  de

é  de é  de é  de

é  de é  de é  de
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é  de é  de é  de
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página (B)
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página (C)
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página (D)

J22 - ESCREVENDO FRASES 
FRACIONÁRIAS (B)

MATERIAL: 

	■ 24 cartas contendo números inteiros e frações mistas.

	■ 24 cartas contendo operações de multiplicação por inteiros 
e por frações. 

OBJETIVO: 

	■ Expressar corretamente a relação entre dois números através 
de uma operação.
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METODOLOGIA: 

	■ Este material pode ser jogado como o anterior, formando fra-
ses de 3 elementos. Por exemplo: 32 —> (x 3/4) —> 24.

	■ Outra opção é jogá-lo como um dominó.

ATIVIDADE:

Os estudantes deverão completar a seguinte tabela 
durante o jogo:

8 x 4 = 32

Obs.: x 3/8 = x 3/4 x 1/2

32 24 12 8 6 4 1/2 3 1 1/2

32 1 x3/4 x3/8 x1/4 x3/16 x9/64 x3/32 x3/64

24 x4/3 1 x1/2 x1/3 x1/4 x3/16 x1/8 x1/16

12 x8/3 x2 1 x2/3 x1/2 x3/8 x1/4 x1/8

8 x4 x3 x3/2 1 x3/4 x9/16 x3/8 x3/16

6 x16/3 x4 x2 x4/3 1 x3/4 x1/2 x1/4

4 1/2 x64/9 x16/3 x8/3 x16/9 x4/3 1 x2/3 x1/3

3 x32/3 x8 x4 x8/3 x2 x3/2 1 x1/2

1 1/2 x64/3 x16 x8 x16/3 x4 x3 x2 1
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32 32 32 4 1/2

1 1/2 1 1/2 1 1/2 4 1/2

24 24 12 4 1/2

3 3 3 8

8 8 12 12
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x4 x4 x4 x

x x x x

x x x x2

x x x x2

x x x x2

x x x x
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J23 - JOGOS DE PERCURSO 
FRACIONÁRIO

MATERIAL: 

	■ Tabuleiro com pista de casas que representam um circuito. 
Nesse tabuleiro, as casas estão numeradas e subdivididas 
em duas ou quatro partes iguais, e uma linha indica a pro-
gressão a seguir.

	■ Uma coleção de cartas com números naturais.

	■ Uma coleção de cartas com frações.

	■ Fichas ou pinos para indicar a posição dos jogadores.

JOGO (1)

Tabuleiro: cada casa está dividida em duas partes de modo 
que somente se pode alcançar inteiros ou a metade.

12 Cartas com números naturais: 24(1); 18 (3), 12 (4) e 6 (4).

72 Cartas com frações: temos 1/1, 3/4, 2/3, 1/2, 1/3, 1/4, 1/6 ou 
seus equivalentes. Também há cartas com frações negativas.

METODOLOGIA: 

Cada jogador avança conforme o produto de duas cartas 
(naturais x fração). Temos duas possibilidades: tirar um 
número inteiro ou aquele mais metade. Se tirar um número 
inteiro, coloca-se a ficha ou pino sobre a região numerada 
(de 1 a 72) e, se tirar metade, coloca-se sobre a metade da 
casa não numerada.
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JOGO (1): NÚMEROS INTEIROS POSITIVOS

6 6 6 6

12 12 12 12

18 18 18 24

Modelo de tabuleiro
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JOGO (1) E (2): NÚMEROS FRACIONÁRIOS

1/1 1/1 1/1 2/2

2/2 2/2 3/3 3/3

3/3 4/4 -1/1 -1/1

-1/1 -3/3 3/4 6/8

3/4 3/4 3/4 6/8

-3/4 -3/4 -3/4 2/3
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4/6 2/3 4/6 2/3

4/6 4/6 -2/3 -2/3

-2/3 1/2 3/6 2/4

1/2 1/2 3/6 2/4

2/4 3/6 -1/2 -1/2

-1/2 1/3 2/6 1/3
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2/6 2/6 2/6 1/3

2/6 -1/3 -1/3 -1/3

1/6 1/6 1/6 1/6

1/6 -1/6 -1/6 1/4

1/4 1/4 2/8 1/4

1/4 2/8 -1/4 -1/4
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JOGO (2): NÚMEROS INTEIROS POSITIVOS

3 3 3 3

6 6 6 6

12 12 12 12

15 15 15 18

18 21 21 24
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JOGO (2)

Tabuleiro: cada casa está dividida em quatro partes: 1/4, 1/2, 
3/4 e 1.

	■ 20 Cartas com números naturais: 24(1), 21(2), 18(2), 15(3), 
12(4), 6(4) e 3(4).

	■ 72 Cartas com frações: temos 1/1, 3/4, 2/3, 1/2, 1/3, 1/4, 
1/6 ou seus equivalentes. Também há cartas com frações 
negativas.

METODOLOGIA:

Número de jogadores: 4.

	■ O jogo consiste em tirar uma carta de cada pilha (natural e 
fração) e avançar no tabuleiro segundo o produto obtido (por 
exemplo, 2/8 de 15 = 3 3/4, ou seja, o jogador deverá avançar 
três casas inteiras e situar-se no local que indica 3/4 da casa 
seguinte). Na próxima rodada, deverá somar a partir do local 
onde está situado.

	■ Ganha o jogo o primeiro que chegar ao final.

Obs.: Numa segunda versão, os jogos podem envolver pro-
dutos de números negativos.
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JOGO (1): VERSÃO COM NÚMEROS INTEIROS NEGATIVOS

-6 -6 6 6

-12 12 12 12

-18 18 18 24

JOGO (2): VERSÃO COM NÚMEROS INTEIROS NEGATIVOS

-3 -3 3 3

-6 6 6 6
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-12 12 12 12

-15 15 15 18

18 -21 21 24

J24 - BINGO DE APROXIMAÇÃO DA RETA

MATERIAL:

	■ Cartas com as frações indicadas.

	■ 4 cartões, cada um com seis representações gráficas dessas 
frações sobre a reta numérica. Neste jogo, as frações estão 
representadas numa reta “quebrada”, mas bem graduada, de 
modo que cada fração corresponda aproximadamente a um 
ponto dessa reta.
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OBJETIVOS: 

	■ Adquirir um domínio melhor da aproximação das frações, 
podendo elas serem ou não, menores que a unidade.

	■ Identificar a representação de frações na reta numérica.

	■ Calcular mentalmente as equivalências necessárias para 
situar as frações. Esse cálculo deverá seguir o padrão egípcio 
de transformar as frações em soma de potências de (1/2), ou 
seja, 1+1/2+1/4+1/8+....

METODOLOGIA:

	■ Como o bingo normal. Nível:

	■ A partir do 7º ano.

Obs.: Temos 48 cartas (vide quadro a seguir).

E dois conjuntos de 4 cartões diferentes indo de 0 a 2 1/2 
com uma graduação de 1/4.

ATIVIDADE:

Tente decompor todos os números indicados no quadro a 
seguir em somas ou subtrações de potências negativas de 2, ou 
seja, 2n (n<0 ou n=0). No quadro, já apresentamos algumas das res-
postas (casos de soma).
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CARTAS
4+1/6 25/6

2+1/2+1/12 31/12
2+1/2 5/2

2+1/4+1/8 19/8
2+1/4 9/4 9/4
2+1/8 17/8
2+1/9 19/9

2 4/2 8/4 4/2
1+4/5 9/5

1+3/4+3/16 31/16
1+3/4 7/4

1+1/2+1/3 11/6
1+1/2+1/5 34/20
1+1/2+3/8 15/8
1+1/2+1/8 13/8 13/8 13/8

1+1/2 3/2 3/2
1+1/4+1/8 11/8
1+1/4+1/5 29/20
1+1/4+1/16 21/16

1+1/4 5/4 5/4
1+1/8 9/8

1+1/20 21/20
1 4/4 9/9

3/4+3/16 15/16
3/4+3/50 81/100

3/4 3/4 3/4
1/2+1/5 7/10
1/2+1/10 3/5

1/2+1/4+1/8 7/8
1/2+1/8 5/8

3/8 3/8
1/2 6/12

2/5+1/40 17/40
1/3 1/3
1/4 1/4 1/4
1/5 1/5
1/8 1/8

1/20 1/20



195

S U M Á R I O

CARTÃO A1
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CARTÃO B1
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CARTÃO C1
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CARTÃO D1
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CARTÃO A2
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CARTÃO B2
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CARTÃO C2



202

S U M Á R I O

CARTÃO D2
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CARTAS
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J25- ORDENANDO FRAÇÕES

MATERIAL DA TURMA:

	■ Cópias da ficha com as peças do jogo, sendo uma cópia para 
cada grupo de 4 estudantes.

	■ Uma tira de papel pardo para cada grupo, sendo que uma 
folha pode ser dividida em 4 tiras.

	■ Tesoura e cola.

MATERIAL INDIVIDUAL:

	■ Bloco de anotações, lápis e borracha.

	■ Máquina de calcular (opcional).

	■ Cópia da ficha de exercícios (opcional). 

METODOLOGIA E DESENVOLVIMENTO:

Este jogo pode ser explorado em três fases.

Primeira Fase

O jogo consiste na organização (linear, em tabelas ou outras) 
e na ordenação de todas as 60 frações que compõem o jogo. As 
frações são todas distintas, embora possa haver equivalências. Além 
disso, o grupo deverá refletir e registrar suas reflexões sobre as “leis 
de ordenação” de frações em diferentes níveis, ou seja, o grupo 
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deverá ser capaz de explicitar oralmente e por escrito quais os crité-
rios usados na ordenação e quais as estratégias usadas para garan-
tir uma ordenação completa das frações. Essa fase termina com a 
apresentação das frações ordenadas (coladas sobre a tira de papel 
pardo) para a turma. Sugerimos que todos os grupos apresentem 
seus trabalhos, antes de iniciar a fase seguinte.

A seguir apresentamos alguns exemplos das produções (de 
professores) dessa primeira fase, com os comentários e sugestões 
para o encaminhamento da fase seguinte.

Segunda Fase

Essa fase se inicia com a análise dos trabalhos apresentados 
pelos grupos por parte da turma e do professor. Agora que todos 
ouviram os vários critérios e as várias estratégias usadas por todos 
os grupos, a turma passa a analisar cada proposta. É o momento de 
discussões (argumentos e contra-argumentos) e de sugestões.

A turma, além de criticar e de elogiar, deverá, quando pos-
sível, propor sugestões para os grupos revisarem seus trabalhos. O 
trabalho continua com o registro dos critérios e estratégias usados 
na organização e ordenação das frações. Deve estar claro:

1.	 Quais as questões estratégicas (muitas vezes implícitas) que 
orientaram o trabalho. Por exemplo:

	■ Por onde começar?

Identificar o maior? Identificar o menor? Identificar as equiva-
lentes? Identificar as frações aparentes (1/1)?

	■ Quais classes (“grupos”) formar?

Separar em próprias (< 1/1), impróprias (> 1/1; = 1/1)?

Separar por intervalos: (1/8<p/q<1/4), (1/4 < p/q < 1/2), (1/2 < 
p/q < 1) etc.
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Separar por equivalentes? Separar por “mesmo numerador”? 
Separar por “mesmo denominador”?

	■ Qual “sistema” formar?

Quais as “classes” que serão “combinadas?

Organizar o sistema de forma linear, em tabela, vertical, hori-
zontal etc.?

Obs.: É papel do professor orientar a explicitação dessas 
questões. Isso pode ser feito durante a análise das apresen-
tações, em que o docente poderá organizar os comentários 
dos estudantes ou acrescentar questões que não tenham sido 
levantadas.

2.	 Quais as “leis” de ordenação usadas pelo grupo e a vali-
dade das leis?

O grupo deve explicitar como ordenou as frações. Isso deverá 
ser feito com: (a) exemplos numéricos e ilustrações; (b) gene-
ralizações descritivas e/ou simbólicas.

No caso de frações com o mesmo numerador, os estudantes 
devem explicitar qual a “regra” para ordenar as frações. Por exem-
plo: “Entre duas frações com o mesmo numerador (n), a maior 
será aquela com o menor denominador ou, de forma simbólica, 
n/a > n/b se a < b (no caso de n, a e b serem inteiros positivos)”.

Caso os estudantes estejam com dificuldade em compreen-
der o que exatamente significa uma “lei (regra) de ordenação”, 
o caso acima pode ser discutido com a turma para escla-
recimento. O professor poderá, então, levantar com a turma 
quais seriam os outros “casos” existentes (frações de mesmo 
denominador; frações com numeradores e denominadores 
diferentes). Essa fase será concluída com a apresentação e 
discussão das leis elaboradas pelos grupos.
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Terceira Fase

A produção “final” desse trabalho envolve a escritura de um 
livro. Cada estudante deverá escrever um texto, orientando outros 
colegas na ordenação de frações. O manual deverá incluir todos 
os casos estudados e todas as conclusões do grupo. Esse trabalho 
poderá servir como: a) avaliação da produção individual do estu-
dante, e b) instrumento de consulta do aluno em outras tarefas, exer-
cícios e testes, envolvendo ordenação de frações.

Uma organização muito interessante foi apresentada por um 
grupo de professores (vide Grupo B a seguir). Nela, o grupo orga-
nizou uma tabela com colunas de frações equivalentes e todas as 
linhas ordenadas da menor para a maior fração. Essa organização 
explicitou algumas lacunas nas colunas de equivalência.

A tarefa era:
a.	 Transferir as frações para uma linha numérica.
b.	 Transformar, com ajuda de uma máquina de calcular, as frações em decimais. Em 

seguida, ordenar os decimais. Escrever um texto para ordenar decimais.
c.	 Comparar as duas representações (frações e decimais) quanto à facilidade/

dificuldade de ordenação.

Exemplos de Produções da Primeira Fase e Ficha de Exercícios

Lembramos que os resultados apresentados aqui foram obti-
dos numa oficina com professores durante a Semana da Matemática 
(1995), promovida pelo GEPEM e MEM (Mestrado em Educação 
Matemática – Universidade Santa Úrsula) e ministrada por Paulo H. 
Colonese e Lucia Maria Aversa Villela.
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Grupo A
1: 2 1:6 1:8
2:5 2:12 2:16
3:3 3:4 3:5 3:6 3:8 3:18
4:5 4:10 4:32
5:5 5:6 5:10 5:40
6:5 6:8 6:10 6:15 6:16 6:36
7:4 7:7 7:8 7:9 7:14
8:10 8:20
9:5 9:9 9:12 9:15 9:24

10:12
12:10 12:15 12:16 12:20 12:32
14:8 14:16 14:18
15:18
16:20
18:10 18:15 
20:24
21:12 21:24 21:27
24:20
27:15
28:16 28:32 28:36
36:20

HIPÓTESES DO GRUPO (APRESENTADAS ORALMENTE):

As frações foram ordenadas pela ordem crescente de 
numeradores, de 1 até 36, conforme as peças existentes no 
jogo. E, na mesma linha, pela ordem decrescente de frações 
(crescente de denominadores).
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COMENTÁRIOS REALIZADOS:

Por que essa organização não é suficiente para ordenar todas 
as frações?

	■ Cada linha individualmente está ordenada.

	■ As colunas não estão ordenadas.

	■ Percebe-se algumas frações equivalentes em linhas dife-
rentes. Quais outras possibilidades podemos sugerir para o 
grupo investigar?

	■ Ordenar pela ordem crescente de denominadores.

	■ Investigar as classes de equivalência.

Grupo B
1:8 1:6 1:2

2:16 2:12 2:5
3:18 3:8 3:6 3:5 3:4 3:3

4:32 4:10 4:5
5:40 5:10 5:6 5:5

6:36 6:16 6:15 6:10 6:8 6:6 6:5
7:9 7:8 7:7 7:4

8:20 8:10
9:24 9:15 9:12 9:5

10:12

12:32 12:20 12:16 12:15 12:10

14:18 14:16 14:8
15:18

16:20
18:15 18:10

20:24
21:27 21:24 21:12

24:20

27:15
28:36 28:32 28:16

36:20
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HIPÓTESES E MÉTODO (APRESENTADOS ORALMENTE):

	■ O grupo identificou as frações equivalentes, organizando-as 
em colunas. Identificaram para cada classe de equivalência, 
4 elementos.

	■ Organizou as frações equivalentes por ordem de numerador 
( 1/ ; 2/ ; 3/ ; etc.).

	■ Percebeu que as frações equivalentes poderiam ser pensa-
das como “múltiplos de uma fração”.

	■ Organizou uma tabela indicando quais são os múltiplos que 
aparecem no jogo e quais estão faltando.

	■ Para comparar frações com o mesmo numerador (linha), 
basta observar o denominador: quanto menor o denomina-
dor, maior é a fração.  

	■ No caso de mesmo denominador, basta procurar qual possui 
o maior numerador.

	■ No caso de frações com numeradores e denominadores dife-
rentes, temos que procurar: a) uma fração equivalente com o 
mesmo numerador que a outra, ou b) uma fração equivalente 
com o mesmo denominador que a outra.

Se não existir esses valores na tabela anterior, teremos que 
determinar a fração equivalente necessária. Nesse caso, por 
exemplo, basta multiplicar numerador e denominador de 
uma das frações pelo fator entre os dois denominadores.
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COMENTÁRIOS:

	■ Este texto poderia ser enriquecido com mais detalhes, apre-
sentando exemplos empíricos ilustrativos e dando maior des-
taque às “leis” de comparação.

Grupo C
1: 2 1:6 1:8
2:5 2:12 2:16
3:3 3:4 3:5 3:6 3:8 3:18
4:5 4:10 4:32
5:5 5:6 5:10 5:40
6:5 6:8 6:10 6:15 6:16 6:36
7:4 7:7 7:8 7:9 7:14
8:10 8:20
9:5 9:9 9:12 9:15 9:24

10:12
12:10 12:15 12:16 12:20 12:32
14:8 14:16 14:18
15:18
16:20
18:10 18:15 
20:24
21:12 21:24 21:27
24:20
27:15
28:16 28:32 28:36
36:20

HIPÓTESES E MÉTODO (ESCRITOS PELO GRUPO):

	■ Ordenamos levando em consideração os numerais dos 
numeradores. Em seguida, organizamos ao lado os denomi-
nadores, também em ordem crescente.
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	■ Verificamos qual é a fração menor e qual é a maior.

	■ Anotamos num papel extra as frações equivalentes.

COMENTÁRIOS E SUGESTÕES:

	■ Por que essa organização não é suficiente para ordenar todas 
as frações?

	■ Seria necessário reunir as conclusões acima e as conclusões 
sobre as frações equivalentes mencionadas pelo grupo.

	■ Explicitar melhor como “verificamos qual a fração menor e 
qual a maior”

	■ Descrever como identificaram as frações equivalentes.

	■ Reordenar as frações novamente, adotando outros critérios.

Grupo D

1:8 4:32 2:16 5:40

< 1/2

1:6 2:12 3:18 6:36
3:8 6:16 9:24 12:32
2:5 4:10 6:15 8:20
1:2 3:6 5:10 7:14 1/2
3:5 6:10 9:15 12:20

< 1

3:4 12:16 9:12 6:8
7:9 14:18 28:36 21:27
4:5 8:10 12:15 16:20
5:6 10:12 15:18 20:24
7:8 14:16 21:24 28:32
3:3 5:5 6:6 7:7 1/1
6:5 12:10 18:15 24:20

> 17:4 14:8 21:12 28:16
9:5 18:10 36:20 27:15
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INSTRUÇÕES (ESCRITAS PELO GRUPO):

	■ Separar as frações irredutíveis.

	■ Achar as classes de equivalência.

	■ Ordenar as classes de equivalência em ordem crescente.

	■ Separar os grupos de frações: primeiro (próprias), segundo 
(aparentes) e terceiro (impróprias).

COMENTÁRIOS:

	■ Descrever com mais detalhes e exemplos o que significa: 
“separar as frações irredutíveis”; “achar as classes de equi-
valência”, etc.

	■ Qual é o papel de 1 e de 1/2 na “organização das frações pelo 
grupo”?

Grupo E
9:5 18:10 27:15 36:20
7:4 14:8 21:12 28:16
6:5 12:10 18:15 24:20
3:3 5:5 6:6 7:7
7:8 14:16 21:24 28:32
5:6 10:12 15:18 20:24
7:9 14:18 21:27 28:36
4:5 8:10 12:15 16:20
3:4 8:9 9:12 12:16
3:5 6:10 9:15 12:20
1:2 3:6 5:10 7:14
2:5 4:10 6:15 8:20
3:8 6:16 12:32 9:24
1:6 2:12 3:18 6:36
1:8 2:16 4:32 5:40
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CRITÉRIOS USADOS PELO GRUPO:

	■ Identificamos as classes de equivalência.

	■ Comparamos as frações usando os elementos das classes. 

COMENTÁRIOS:

	■ Descrever com mais detalhes e exemplos o que significa: 
“identificar as classes de equivalência”, “comparar as frações 
usando os elementos das classes” etc.

	■ Escrever um texto sobre o tema “Manual de Ordenação de 
Frações” para ser usado pelo grupo e pela turma em futuros 
exercícios, atividades e testes, como instrumento de consulta.

Grupo F
9:5 18:10 27:15 36:20
7:4 14:8 21:12 28:16
6:5 12:10 18:15 24:20
3:3 5:5 6:6 7:7
3:4 6:8 9:12 12:16
1:2 3:6 5:10 7:14
7:8 14:16 21:24 28:32
5:6 10:12 15:18 20:24
7:9 14:18 21:27 28:36
4:5 8:10 12:15 16:20
3:5 6:10 9:15 12:20
2:5 4:10 6:15 8:20
3:8 6:16 9:24 12:32
1:6 2:12 3:18 6:36
1:8 2:16 4:32 5:40
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COMENTÁRIOS:

	■ O grupo não descreveu o seu processo de trabalho, nem 
suas conclusões.

	■ Fazer um primeiro esboço de um texto que descreva as dis-
cussões e conclusões do grupo: Quais questões o grupo se 
fez? Como começou? etc.

	■ As linhas seriam classes de equivalência?

	■ A primeira coluna está totalmente ordenada (do maior para o 
menor)? Verifique e reorganize-a, se necessário.

FICHA DE EXERCÍCIOS

Complete as lacunas com p/q , sendo p e q inteiros positivos 
quando possível.

1:8 1:6 1:2
2:16 2:12 2:5

3:18 3:8 3:6 3:5 3:4 3:3
4:32 4:10 4:5
5:40 5:10 5:6 5:5

6:36 6:16 6:15 6:10 6:8 6:6 6:5
7:9 7:8 7:7 7:4

8:20 8:10
9:24 9:15 9:12 9:5

10:12

12:32 12:20 12:16 12:15 12:10

14:18 14:16 14:8
15:18

16:20



218

S U M Á R I O

18:15 18:10

20:24
21:27 21:24 21:12

24:20

27:15
28:36 28:32 28:16

PEÇAS DO JOGO - PARTE A 

1:8 1:6 3:8 2:5 1:2 2:16

2:12 6:16 4:10 3:6 4:32 3:18

9:24 6:15 5:10 5:40 6:36 12:32

8:20 7:14 3:4 3:5 7:9 4:5

5:6 6:8 6:10 14:18 8:10 10:12
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PEÇAS DO JOGO - PARTE B

9:12 9:15 21:27 12:15 15:18 12:16

12:20 28:36 16:20 20:24 7:8 3:3

6:5 7:4 9:5 14:16 7:7 12:10

14:8 18:10 21:24 5:5 18:15 21:12

27:15 28:32 9:9 24:20 28:16 36:20

ORDENANDO FIGURAS: QUAL É A MAIOR? QUAL É A MENOR?

Recorte as figuras da próxima página e use-as nas seguintes 
atividades:

	■ Elabore um método para ordenar as formas da menor área 
para a maior área. Você não pode usar régua, compasso ou 
qualquer fórmula de área. Explique o seu procedimento: (a) 
qualitativamente e (b) quantitativamente.

	■ Usando as letras correspondentes para representar a área 
das figuras, expresse as relações entre as áreas das diversas 
formas. Sintetize as informações na forma de uma tabela, 
como a seguir.
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A B C D E F G H I J

A 1 1/2

B 2 1

C 1

D 1

E 1

F 1

G 1

H 1

I 1

J 1

Nesse caso, 1 representa que A = 1 A; 2 significa que B = 2 A; 
1/2 que B = (1/2) A e assim por diante.
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“Devemos propor trabalhos nos quais 
o aluno possa visualizar no material 
a solução ou ter o auxílio para obter 
a resposta. E podemos acrescentar 
questões novas e incentivá-lo 
a transcrever e comunicar suas 
observações.” Ana Isabel

O docente deve priorizar a utilização de jogos e atividades 
que exploram inicialmente as ideias mais simples de fração. Por isso, 
propomos jogos variados (de cartões, formas, Tangrans, malhas, 
geoplano e dominós de identificação). Assim, vamos reconhecendo 
e trabalhando os diversos significados, além de enriquecermos a 
construção conceitual com elementos cotidianos e linguísticos.

É bom lembrar que num trabalho sobre os diferentes signi-
ficados das frações é importante que o professor use em sua aula: 
situações do mundo real (calendário, compras etc.), símbolos escritos 
e pictóricos (flechas, operadores, 9/b etc.), expressões orais (metade 
de; três de quatro; etc.) e representações gráficas (de setores, barras, 
reta numérica, bolas etc.).

A aritmética fracionária envolve elementos de medida e não 
somente a partição da unidade. Assim, deve-se produzir significado 
para as operações com frações associando o denominador comum 
à ideia de unidade comum a duas medidas dadas e que possibilita 
a sua comparação. Nesse processo, o conceito de equivalência e 
os procedimentos para a obtenção de frações equivalentes são fun-
damentais para a resolução de situações-problema que envolvem a 
comparação de frações.

As dificuldades associadas à construção do conceito de fra-
ção são de dois tipos: psicológicas ou epistemológicas. No primeiro 
caso, a construção da ideia de unidade e a sua variabilidade, tanto 
em problemas resultantes das subdivisões simples quanto, poste-
riormente, na aceitação da densidade (entre duas frações sempre há 
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uma outra), que apresenta situações implícitas com a noção de infi-
nito (Kindel, 1998). Poderia incluir também a dificuldade em reconhe-
cer frações de uso não cotidiano que correspondem a interpretação 
da fração com a divisão e, nesse caso, a aceitação do resíduo como 
uma parte do divisor. A essas dificuldades, juntam-se os diversos 
significados da fração. Entre as dificuldades epistemológicas pode-
mos ressaltar: duas frações, embora escritas diferentemente, têm 
o mesmo valor; a incorporação da ideia de razão-proporção com a 
fração; e o reconhecimento e aceitação da fração com um número, 
chamando a atenção do aluno para a existência e especificidade de 
outro campo numérico. Enfim, desenvolver um trabalho global e inte-
grador deve ser objeto de atenção docente.

Sendo assim, é importante ressaltar que a utilização de uma 
tarefa “bem planejada” ou um recurso “didaticamente elaborado” 
não implica na aprendizagem. A inovação das aulas através de uma 
variedade de atividades e materiais didáticos é importante, porém 
não será a mera adoção deles que resolverá a problemática e a com-
plexidade da construção do conhecimento. Os recursos possuem 
limitações, potencialidades e, assim, contribuem diferentemente na 
constituição e significação dos conceitos matemáticos.

Desse modo, professor e aluno podem estabelecer uma efe-
tiva comunicação em determinada atividade, por mais simples que 
seja. Assim, no complexo binômio ensinar‑aprender, é imprescindível 
o professor tornar-se um sujeito que também aprende continua-
mente a partir das contribuições (perguntas, respostas, sugestões, 
facilidades, dificuldades etc.) dos seus alunos e da dinâmica colabo-
rativa de trabalho estabelecida com eles.
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POSFÁCIO
Marcelo Bairral e Joaquin Giménez, nesta publicação, apresen-

tam uma discussão teórica consistente sobre o conceito de fração, ao 
mesmo tempo em que oferecem sugestões de jogos e atividades que 
abordam a ludicidade com qualidade e profundidade. Uma caracterís-
tica especialmente relevante deste material é o fato de que os jogos 
estão prontos para serem reproduzidos e utilizados diretamente com 
os estudantes, o que o torna de grande utilidade para apoiar a rotina 
exigente e multifacetada dos professores da Educação Básica.

Este livro promove uma rica articulação entre teoria e prática, 
em um contexto contemporâneo no qual o uso excessivo de telas 
tem sido amplamente questionado por pesquisadores e profissionais 
da área da saúde. Nesse cenário, materiais manipuláveis e jogos (re)
surgem como alternativas valiosas para equilibrar a presença das 
tecnologias digitais no ambiente escolar, favorecendo aprendizagens 
significativas por meio da ação, da experimentação e da ludicidade.

Dentre os jogos propostos, destaca-se o Jogo das Famílias, 
que estimula a formação de diferentes representações de frações em 
variados contextos. Outro ponto forte da obra é a ênfase na relação 
parte-todo, considerando tanto os casos de todos discretos quanto 
contínuos. Além disso, o livro explora a representação das frações na 
reta numérica, ampliando as possibilidades de compreensão e cons-
trução do significado desse conceito fundamental da matemática.

Uma proposta especialmente interessante é o Jogo com 
Cartas, que associa representações fracionárias ao Material Dourado 
planificado, com destaque para as frações decimais. A obra também 
trabalha com diversas formas geométricas – como o círculo, o retân-
gulo, o hexágono e o quadrado –, promovendo a construção da relação 
parte-todo em diálogo com a composição e decomposição de figuras, 
o que amplia o repertório visual e conceitual dos estudantes.
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Ao todo, o professor tem à sua disposição 25 jogos apre-
sentados de forma clara e acessível, com amplas possibilidades 
de adaptação. Essa abordagem aberta permite que os docentes 
construam propostas de atividades e tarefas de maneira autoral, 
apropriando-se do material com criatividade e intencionalidade 
pedagógica. Os Cartões com Coleções, por exemplo, possibilitam 
o estudo de frações associadas a quantidades discretas e à ideia de 
parte de um todo contínuo, o que contribui para uma compreensão 
mais abrangente e contextualizada.

Embora o uso de frações no cotidiano seja, em geral, restrito 
a casos simples – como meios, terços, quartos e oitavos –, a compre-
ensão profunda do conceito é essencial para os estudos matemáti-
cos em níveis mais avançados. Valorizar o entendimento conceitual 
das frações, em suas múltiplas representações e significados, deve, 
portanto, ser um objetivo central no processo de ensino e aprendi-
zagem desse conteúdo.

Este livro, ao integrar fundamentação teórica sólida com prá-
ticas didáticas envolventes, oferece aos professores não apenas um 
conjunto de recursos prontos para uso, mas também uma inspiração 
para inovar no ensino de frações, promovendo uma aprendizagem 
mais ativa, crítica e prazerosa.

Rosana de Oliveira
Professora Associada da Universidade  

do Estado do Rio de Janeiro
Professora do PPGEM/UFJF
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